VORKURS

14,10.2021



AUFGABEN

In der folgenden Ubersicht werden die durchschnittlichen, monatlichen Ausgaben
in € im Jahr 2020 fiir Kosmetikprodukte von Singlehaushalten festgehalten.

Jan 32 Jul 30
Feb 40 Aug 32
Mrz 30 Sep 40
Apr 30 Okt 32
Mai 32 Nov 38
Jun 40 Dez 32

a) Berechnen Sie die relativen und absoluten Haufigkeiten.
b) Bestimmen Sie den Mittelwert und geben Sie den Interquartilabstand an.

c) Wie groB ist die Standardabweichung der Ausgaben im Jahr 20207
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WAHRSCHEINLICHKEITSRECHNUNG |

. Permutationen:
Unter einer Permutation versteht man die Anzahl an Moglichkeiten eine bestimmte Anzahl von
Elementen anzuordnen.

Man kann folgende beiden Mdéglichkeiten dabei unterscheiden:

» Ohne Wiederholungen: Es mussen alle Elemente unterscheidbar sein. n!

Fiir die Planung der Reihenfolge eines 5-Gang-Meniis ergeben sich folgende Méglichkeiten:
5/ =5:4.3-2-1=120

n!

» Mit Wiederholung: Es diurfen Elemente auch mehrfach vorkommen. I —
nglemg]

Am 1.Tag der Freibadsaison wurden 6 Karten fiir Schiiler und 4 fiir Erwachsene verkauft.
Betrachtet man jede Person als einzeln, so ergeben sich 10! Verschiedene Maoglichkeiten.

Soll nur beriicksichtigt werden, ob es sich um einen Schiiler oder einen Erwachsenen
handelt, so kénnen die Permutationen wie folgt berechnet werden:

100
or a1 210
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WAHRSCHEINLICHKEITSRECHNUNG ||

*  Stichprobe:
Unter einer Stichprobe verstehen wir die zufallige Auswahl von k Elementen aus einer
Gesamtheit von n Elementen.

Die Anzahl der Moglichkeiten bezeichnet man auch als Kombination.
Innerhalb dieser Auswahl der Elemente unterscheidet man eine:

» Geordnete Stichprobe: Die Reihenfolge der Elemente spielt eine Rolle.
Zieleinlauf der ersten drei Autos beim Formel 1-Rennen (Sieger, Zweiter, Dritter).

» Ungeordnete Stichprobe: Die Reihenfolge der Elemente spielt keine Rolle.
Qualifizierte Fussballmannschaften fiir die Fuballweltmeisterschaft 201.

» Mit Wiederholungen: Eine Element kann mehrfach gezogen werden.
Beim mehrfache Wurf eines Wiirfels kann eine Zahl mehrfach vorkommen.

» Ohne Wiederholung: Die Reihenfolge der Elemente spielt eine Rolle
Beim Ziehen der Lottozahlen kann eine Zahl nur einmal gezogen werden.
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WAHRSCHEINLICHKEITSRECHNUNG IlI

Ohne Wiederholung und ohne Reihenfolge: (Z) = #'_k)' (Binomialkoeffizient)

Aus n = 50 Studenten werden zufillig k = 5 nach ihrer Meinung zu Mathematik befragt.

50 _ 5ot
(%) = 5rmomsy: = 2118760

Ohne Wiederholung und mit Reihenfolge: (Z) k! = (n%;c)'

In der Formel 1 gibt es bei n = 22 Teilnehmern kénnen die ersten drei Pldtze wie folgt vergeben werden:

22 _ 22131 220
( 3 ) ‘3= raz—3 1o 2240

(n +k — 1) _ (n+k-1)!
k T kl(n-1)!

Beim zweimaligen Wiirfeln werden die entstehenden zweistelligen Zahlen (kleiner, gréf3er) notiert.

Mit Wiederholung und ohne Reihenfolge:

6+2—1\_ (6+2-1)! _ 70 _
( 2 ) T o2n(6-1)! 2150 21
Mit Wiederholung und mit Reihenfolge: nk

Im Spiel ,Super 6“ wird eine sechsstellige Zahl aus den Ziffern 0-9 gebildet. Anzahl an Kombinationen:

10 = 1.000.000
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WAHRSCHEINLICHKEITSRECHNUNG IV

Die Gesetze und Regeln bzgl. der Permutation und Kombination lassen sich wie folgt zusammenfassen:

Zusammenfassung:

PERMUTATIONEN

KOMBINATIONEN ohne Wiederholung mit Wiederholung
ohne Reihenfolge n n+k-—1
(1) ")
mit Reihenfolge ny ., nk
() ¥
nl

nl! ‘nz! . “'Tls!
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WAHRSCHEINLICHKEITSRECHNUNG V

Aufgaben:

Heute haben in der ersten Stunde 15 Autos getankt. Darunter waren 5 Diesel-, 3 Gas- und 7 Benzinmotoren.
a) Bestimmen Sie die mdglichen Variationen bei Beachtung der Fahrzeuge.
b) Bestimmen Sie die moglichen Kombinationen bzgl. des Treibstoffs.

Sie mochten sich ein Eis bestehend aus drei Kugeln an einer Eisdiele kaufen. Ihre Lieblingssorten sind Schokolade,
Erdbeere, Nuss und Vanille. Wie viele verschiedene Kombinationen konnen Sie wahlen?

Beim Pferderennen starten 6 Tiere. Wie viele Moglichkeiten konnen fir die ersten drei Platze entstehen?

In einer Urne befinden sich 10 Kugeln mit unterschiedlichen Buchstaben. Es sollen nun 4 dieser Kugeln gezogen
und die entstehenden Worte notiert werden.

a) Bestimmen Sie die mdglichen Variationen, wenn Sie die gezogene Kugel nicht zuriicklegen.

b) Bestimmen Sie die moglichen Kombinationen mit Wiederholungen.

Auf einem Wirfel gibt es die Zahlen 1, 2 und 3 jeweils zweimal. Sie wirfeln dreimal und sortieren die Zahlen
aufsteigen, d.h. beginnen an der ersten Stelle mit der kleinsten.

a) Wie viele verschiedene dreistellige Zahlen entstehen.
b) Notieren Sie alle moglichen Ereignisse.
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WAHRSCHEINLICHKEITSRECHNUNG VI

*  Laplace-Experiment:
Sind bei einem Zufallsexperiment mit einer endlichen Ergebnismenge alle Ergebnisse mit der gleichen
Wahrscheinlichkeit auftreten, dann spricht man von einem Laplace-Versuch.
Die Wahrscheinlichkeit berechnet sich dann durch den Quotienten:

|A| _ Anzahl der fur A ginstigen Falle

P(A) = =
(4) |2 Anzahl der moglichen Falle

Folgende Eigenschaften existieren bzgl. der Wahrscheinlichkeit:

Axiom 1: Jede Wahrscheinlichkeit liegt zwischen 0% und 100%, so dass 0 < P(4) < 1.
Axiom 2: Das sichere Ereignis hat die Wahrscheinlichkeit 100% und es gilt P(Q)) = 1.
Axiom 3: Sind A; und A, disjunkte Ereignisse, so gilt P(4; U A,) = P(A;)+ P(4,).
Beispiel:

Beim einmaligen Wurf einer Miinze sind die beiden Ereignisse A,: Wappen und A,: Zahl disjunkt
zueinander, so dass die Wahrscheinlichkeit P(A; U A,) = P(A,)+ P(4,) = % + % = 1 die sogenannte
sichere Wahrscheinlichkeit P(2) darstellt.
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WAHRSCHEINLICHKEITSRECHNUNG VII

Aufgrund der zuvor beschriebenen Axiome kénnen noch zusatzliche einige Folgerungen getatigt werden:

. Komplementar-Ereignis:
Unter dem komplementdren Ereignis verstehen wir das Gegenteil des glinstigen Ereignis, so dass A U
A = Q das sichere Ereignis beschreibt und die beiden Ereignisse disjunkt zueinander sind und es muss
gemald Axiom 3 folgendes gelten:

P(AUuAd) =PA)+P(A) =1

*  Eigenschaften des Gegenereignis:
Die Wahrscheinlichkeit des Gegenereignisses kann dann auch wie folgt berechnet werden:

P(A) =1-P(A4)

Beispiel:

In einer Schachtel Praline sind sechs verschiedene Geschmacksrichtungen mit jeweils 5 Pralinen eingepackt.
Um die Wahrscheinlichkeit zu berechnen keine Marzipanpraline blind zu ziehen, bestimmt man diese durch
das Gegenereignis A = Marzipan .

_ 5 25
P(A) =1 - P(A) = P(kein Marzipan) = 1 — P(Marzipan) = 1 — 30~ 30
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WAHRSCHEINLICHKEITSRECHNUNG VIl

Sind die beiden Ereignisse A; und A, nicht disjunkt, dann existiert mindestens ein Ereignis, das die Aussage
A1 N A, erfallt. Um nun auch hier die Wahrscheinlichkeit gemaR des Axioms 3 zu bestimmen, muss die
Schnittmenge beider Ereignisse einmalig abgezogen werden.

P(A; U Ay) = P(A))+P(A;) —P(A; NAy)

A; N A,
Beispiel:
In einem Ruderbootrennen (Achter mit Steuermann) sind die Lénder Schweiz, Belgien, Polen und Italien
beteiligt. Mit welcher Wahrscheinlichkeit ist ein zuféllig ausgewdhlter Ruderer Steuermann oder Schweizer?

P(Steuermann oder Schweizer) = P(Steuermann) + P(Schweizer) — P(Schweizer Steuermann)

4 9 1 12

P Zer) = 36136736~ 36
(Steuermann oder Schweizer) 36 + 36 36 36
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WAHRSCHEINLICHKEITSRECHNUNG IX

Um eine bessere Ubersicht der Aufgabenstellung zu erhalten, nutzt man die grafische Darstellung in Form eines
Baumdiagramms. Hier werden entlang des Astes die Wahrscheinlichkeiten und an den Knoten die Ereignisse
notiert, wobei entlang eines Astes die Wahrscheinlichkeiten stets multipliziert und mehrere Aste addiert werden.

Beispiel:
® In einer ersten Urne befinden sich 10 rote und 20 blaue Kugeln. In
2 / Urne zwei befinden sich 6 rote, 9 griine und 3 blaue Kugeln.
3 a) Um zwei gleiche Kugeln zu ziehen, multipliziert man die beiden
roten bzw. blauen Wahrscheinlichkeiten miteinander und addiert
1 @ 6
/3 anschlieBend die Ergebnisse.
1 12 21 4 2
/6 P(A)=§'E+E-E=E=6

b) Die Wahrscheinlichkeit flur zwei verschiedene Kugeln erhalten Sie
® tiber die Produkte der zugehérigen Aste und deren Summe.

/ )= (4343 (Y =5

oder durch das Gegenereignis
1 P(B)=1-PA) =1-2=1
6 9 9
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AUFGABEN

1. Auf einem regularen Wiirfel befinden sich die drei Buchstaben A(1), B(2), C(3).

a) Der Wiirfel wird dreimal geworfen und die entstehende Buchstaben aufsteigender Form notiert.
Bestimmen Sie die Wahrscheinlichkeit dafiir einen Pasch aus drei gleichen Buchstaben zu wiirfeln.

b) Mit welcher Wahrscheinlichkeit sind alle drei Buchstaben verschieden?

2. Bei einer Lieferung von Gliihbirnen (X. Wahl) sind laut Herstellerangaben 10% defekt sein.
In einer Kiste befinden sich 100 Birnen (20 x rot, 30 x blau, 50 x weiR).

a) Zeichen Sie das dazugehorige Baumdiagramm (Farbe, Status).
b) Wie hoch ist die Wahrscheinlichkeit, dass Sie einen defekte rote Glihbirne ziehen?
c) Sie ziehe nun 2 Stiick (nacheinander).
Wie hoch ist die Wahrscheinlichkeit,
- dass nur intakte, rote Birnen vertreten sind?

- dass nur eine Farbe vorhanden sind?
- dass nur defekte Birnen vorhanden sind?
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WAHRSCHEINLICHKEITSRECHNUNG X

Stehen verschiedene Ereignisse in einem direkten Zusammenhang bzw. sind diese voneinander abhangig, so
spricht man von einer bedingten Wahrscheinlichkeit.

Soll das Ereignis B unter der Voraussetzung A untersucht werden, so berechnet sich die Wahrscheinlichkeit
in dem Sie die Wahrscheinlichkeit fiir das gleichzeitige Eintreten beider Ereignisse (A N B) durch die
Wahrscheinlichkeit der Voraussetzung dividieren.

P(ANB)

PA(B) = P(A)

Ist jedoch B die Bedingung fiir das Ereignis A, so berechnet sich die Wahrscheinlichkeit mit:

P(ANB)

PB(A) = P(B)

Wie Sie sehen, erscheint die Bedingung bzw. Voraussetzung stets im Index und somit miissen Sie deren
Wahrscheinlichkeit auch im Nenner der anzuwendenden Formel einsetzen.
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WAHRSCHEINLICHKEITSRECHNUNG Xl

Um die Wahrscheinlichkeiten zweier Ereignisse in allen Zusammenhangen besser betrachten zu kbnnen,
nutzt man entweder ein Baumdiagramm oder die sogenannte Vierfeldertafel.

In ihr stehen an den Spalten- bzw. Zeilentberschriften die Ereignisse und Gegenereignisse. An ihren
Kreuzungspunkten notieren Sie das jeweilige Produkt aus den Wahrscheinlichkeiten (entlang eines Astes)
und an den Enden der Tafel werden die Wahrscheinlichkeiten addiert.

A A
B P(ANB) P(ANB) P(B)
B P(ANnB) P(AnB) P(B)
P(4) P(4) 1

Zur Uberpriifung sollten die die Wahrscheinlichkeiten addieren und testen, ob Sie in der Summe auf die
zugehorigen grau hinterlegten Werte kommen.
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WAHRSCHEINLICHKEITSRECHNUNG XI|

Beispiel:

Bei der Produktion von Schrauben weifs man, dass 90% in Ordnung sind. Aufgrund von Tests bzw.
Stichproben ist ferner bekannt, dass 95% der intakten Schrauben auch in den Verkauf gelangen, widhrend es
von den defekten Schrauben 1% sind.

verkauft - P(OKNnV)=20,9-095=0,855

verkauft — P(OKNV)=109:0,05=0,045

01 0,01 verkauft - P(OKNV)=0,1-0,01= 0,001

OK

0,99 verkauft — P(OKNV)=0,1-0,99 = 0,099
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WAHRSCHEINLICHKEITSRECHNUNG Xili

Aufgrund des Baumdiagramms kann man die folgende Vierfeldertafel und Wahrscheinlichkeiten erzeugen.

OK 0K
verkauft 0,855 0,001 0,856
verkauft 0,045 0,099 0,144
0,9 0,1 1

a) Die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass eine Schraube verkauft und ok ist, kdnnen Sie direkt an dem

Schnittfeld ablesen P(OK N verkauft) = 0,855.

b) Die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass eine Schraube verkauft ist, lesen Sie an dem Summenfeld der

zugehorigen Zeile ab P(verkauft) = 0,856.

c) Die Wahrscheinlichkeit dafir, dass eine verkaufte Schraube ok ist, bestimmen Sie mittels der bedingten
Wahrscheinlichkeit, wobei das Ereignis verkauft die Voraussetzung darstellt.

Vorkurs - Statistik

Pverkauft(OK) =

P(OKnverkauft) _ 0,855

= 0,998.

P(verkauft)

~ 0,856
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WAHRSCHEINLICHKEITSRECHNUNG XIV

Aufgabe:

1. Ander Hochschule Fulda wurden 20 Studierende befragt. Dabei wurde neben dem Geschlecht
auch der aktuell belegte Studiengang festgehalten.

Es waren 12 weibliche und 8 mannliche Teilnehmer, sowie 4 Informatiker(innen) — 3 mal mannlich,
10 BWLer(innen) —4 mal mannlich und 6 Sozialpadagogen(innen).

a) Skizzieren Sie beide moglichen der Baumdiagramme.

b) Wie groR sind die Wahrscheinlichkeiten, dass drei hintereinander befragte Studierende
- das gleiche Geschlecht haben
- das gleiche Fach studieren

- alle verschiedene Studienfacher belegt haben.

c) Zeichnen Sie die Vierfeldertafel fir die Fachbereiche Informatik und Sozialpadagogik.

d) Bestimmen Sie die Wahrscheinlichkeit das ein Informatikstudent mannlich ist.
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WAHRSCHEINLICHKEITSRECHNUNG XV

Durch den Satz von Bayes wird der direkte Zusammenhang zwischen den bedingten Wahrscheinlichkeiten P,(B)
und Py (A) fur beliebige Ereignisse A und B ndher beschrieben.

P(ANB) P(ANB) P(A) Py(B)-P(4)

Pe(4) = P(B) __ P(A) PB ___ PB

P4(B) - P(4)
Pa(B) - P(A) + P4(B) - P(A)

PB(A) =

Beispiel:

In den beiden Urnen A und B sind jeweils 10 Kugeln.

In der Urne A sind sieben rote und drei weifSe Kugeln und in der Urne B eine rote und 9 weifse Kugeln .
Mit welcher Wahrscheinlichkeit stammt eine gezogene rote Kugel aus der Urne A?

Es gilt: P(4) = P(B) = %
7 7 1.1 1 2
P(R)—E(UrneA)—PA(R) P(R)—E'E-I-E'E—E
P(R) = % (Urne B) = P; (R)
P4(R)-P(A oy
GemaR dem Satz von Bayes gilt: Pr(A) = % = % =< = 87,5%
5
Vorkurs - Statistik Torsten Schreiber
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WAHRSCHEINLICHKEITSRECHNUNG XVII

Beispiel:

In einer Urne befinden sich vier Kugeln mit den aufgedruckten Zahlen 110, 101, 011, 000. Es wird nun eine
Kugel aus der Urne gezogen, wobei folgende Ereignisse definiert werden:

Aq: Die gezogene Kugel hat an der ersten Stelle eine Eins.
A,: Die gezogene Kugel hat an der zweiten Stelle eine Eins.
As: Die gezogene Kugel hat an der dritten Stelle eine Eins.

Fur die einzelnen Wahrscheinlichkeiten gilt somit: P(4,) = P(4,) = P(43) = %

Betrachtet man nun das gleichzeitige Auftreten zweier Ereignisse, so erhalt man:

Al und AZ: P(Al n Az) = P(Al)P(Az) (=4
Al und Ag: P(Al n Ag) = P(Al)P(Ag) (=4

BDl=m DR, AR
N[—_ NP, N -
N[—_ NP, N -

AZ und AB:P(AZ n Ag) = P(AZ)P(AB) o — =
Werden nun alle drei Ereignisse berlicksichtigt, so erkennt man, dass diese nicht unabhangig sind, denn

P(A; 014,01 49) = 0 % 5 = P(A)P(4)P(43)
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1.

WAHRSCHEINLICHKEITSRECHNUNG XVII|

Aufgabe:

Ein berihmter Fernsehkoch versalzt seine Suppe mit einer Wahrscheinlichkeit von 20%.
Wenn er jedoch verliebt ist (Wahrscheinlichkeit 30%), so versalzt er die Suppe mit einer
Wahrscheinlichkeit von 60%.

a) Zeichnen Sie das Baumdiagramm.

b) Geben Sie die Randverteilungen mittels Vierfeldertafel an.

c) Sind die Ereignisse unabhangig?

d) Sie erhalten nun eine versalzene Suppe.
Mit welcher Wahrscheinlichkeit ist der Koch verliebt?

Vorkurs - Statistik Torsten Schreiber
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AUFGABEN |

Wie viele vierstellige Zahlen haben lauter verschiedene Ziffern?
Auf wie viele Arten kdnnen vier rote, drei weiRe und zwei griine Kugeln in eine Reihe gelegt werden?
Auf wie viele Arten kann man 7 Hotelgaste in 10 freie Einzelzimmer unterbringen?

Bei einer Sportart gibt es 20 Mannschaften, die via Hin- und Riickspiel gegeneinander antreten.
Wie viele Spiele gibt es?

Auf wie viele Arten kann man aus 6 Frauen und 8 Mannern einen Ausschuss aus 3 Frauen und 4 Mannern bilden?

In einem Fach wird ein Hausheft und ein Schulheft gefiihrt. Heftumschlage gibt es in 7 verschiedenen Farben.
Leider hat der Lehrer vergessen zu sagen, welche Farben fiir die Umschlage verwendet werden sollen.
Wie viele Moglichkeiten gibt es, wenn

a) Haus- und Schulheft immer verschiedenfarbig eingebunden werden sollen oder

b) die Hefte auch in der gleichen Farbe eingebunden werden kénnen?
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AUFGABEN I

7. Ein Oktaeder ist ein Korper mit 8 gleich groRen Flachen. Auf ihm befinden sich 8 verschiedene Zahlen.

a) Der Wiirfel wird dreimal geworfen und die entstehende Zahl in aufsteigender Form notiert.
Bestimmen Sie die Wahrscheinlichkeit dafiir einen Pasch aus drei gleichen Zahlen zu wiirfeln.

b) Der Wiirfel wird nun einmal gewidirfelt. Mit welcher Wahrscheinlichkeit ist die geworfene Zahl durch
zwei oder durch drei teilbar (Berechnung auf zwei Arten)

8. Inlhrem Geldbeutel befinden sich 12 Miinzen (2x1Euro, 3x50Cent, 4x5Cent und 3x1Cent). Sie ziehen wahllos drei
Minzen heraus und notieren den Gesamtbetrag.

a) Zeichen Sie das dazugehorige Baumdiagramm.
b) Wie hoch ist die Wahrscheinlichkeit, dass Sie einen geraden Geldbetrag ziehen?

c) Bestimmen Sie die Wahrscheinlichkeit fiir einen Geldbetrag unter einem Euro.

9. Sollte man beim Spiel mit einem fairen Wiirfel eher auf das Eintreten mindestens einer Sechs in vier Wiirfen oder
beim Spiel mit zwei echten Wiirfeln auf das Eintreten mindestens einer Doppelsechs (Sechser-Pasch) in 24
Wiirfen setzen?
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