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WIEDERHOLUNG

Diese Fragen sollten Sie auch ohne Skript beantworten konnen:

Auf welchen wesentlichen Schritten basiert die FREPL-Methode?
Wie kann man die Betragsstriche eliminieren?

Woflr benotigt man Ungleichungen?

Wie losen Sie eine Bruchungleichung auf?

Wie stellen Sie eine Losungsmenge zwischen zwei Zahlen dar?
Warum ist eine Probe der Ergebnisse unbedingt notwendig?
Wie losen Sie eine auf ein Polynom basierte Ungleichung auf?

LN X X X X X

Wie konnen Sie eine Ungleichung grafisch darstellen?
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Wiederholung

Diese Fragen sollten Sie ohne Skript beantworten konnen:

Was versteht man unter einem linearen Gleichungssystem?
Wie funktioniert das Einsetzungsverfahren?

Worauf ist beim Gleichsetzungsverfahren zu achten?

Wie kann man ein LGS mit zwei Gleichungen zeichnerisch |6sen?
Wie zeichnen Sie eine Gerade in ein Koordinatensystem?

Was versteht man unter dem Additionsverfahren?

Was sucht man bei 3 Gleichungen mit 3 Unbekannten?

Was bedeutet die Pivot-Zeile eines LGS?

X N X X X X X
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AUFGABEN

|. Losen Sie die folgenden Gleichungen und geben die Losungsmenge an.

2)  x°+3x*-4x<I12

1
3 2——x[>1
) | 5 |
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AUFGABEN

1) Lésen Sie das folgende Gleichungssystem, in dem Sie insgesamt alle 3 Verfahren anwenden.

1 1 1
3)7_2)6:13 2y =1-0,5x —y+—x=—
c) |13~ 6 15

8x+4y=—4 0,25x=0,6 -y 3 3
—x—§—3y

2) Bestimmen Sie die Losung des folgenden LGS mittels der Cramerschen Regel.

x=3y+z=-2
—x+2y-3z=-6
2x+y+4z=16
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TRIGONOMETRIE |

Flr die Sinus/ Cosinus-Funktion sind im Bereich der Addition der Argumente zwei
Additionstheoreme definiert, wodurch stets bei rechtwinkliger Konstellation entweder ein
Sinus oder ein Cosinus aus der Funktion entfernt werden kann.

1)

2)

sin(a = b) =sin(a) [cos(b) £sin(b) [cos(a)

sin(2.x + g) = sin(2x) Enos(g) + sin(g) Bos(2x)

90° Phasenverschiebung
der Sinusfunktion = Cosinusfunktion

sin(2x + g) = sin(2x) [0 +1 Bos(2.x) = cos(2.x)

cos(azxb) =cos(a)lcos(b)F sin(a) [sin(b)

cos(% T—3x) = cos(% 7T [dos(3x) + sin(% 77) [Hin(3x)

cos(% 7T—3x) =0Ldos(3x) + (—1) [din(3x) = —sin(3x)

270° Phasenverschiebung
der Cosinusfunktion = -Sinusfunktion
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AUFGABEN

|. Geben Sie Schatzungen fir die folgenden Werte an.

a)sin(300°)  b)cos(60°) ¢)cos(400°)  d)sin(800°)

Il. Vereinfachen Sie die folgenden Ausdricke soweit als moglich.

. 3
@)sin(4x == b)cos(—%ﬂ+2x) c)cos(%m2x+3ﬂ)

lll. Beweisen Sie den folgenden Zusammenhang.

N2 ﬁ :l —
sin (2) 2[@1 cos(x))
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AUFGABEN

. Vereinfachen Sie die folgenden Ausdriicke soweit als méglich.
a)sin(2x—9mn)
b)sin(2,5x-=7,5mn)
c)cos(12l(4x—5n)

d) cos(% {777+ 6x)—3,5m)
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TRIGONOMETRIE I

Eine rein trigonometrische Funktion (sinus/ cosinus) stellt eine Schwingung innerhalb einer
bestimmbaren Periode und eines konstanten Wertebereichs dar, die fiir alle reellen Zahlen
definiert ist.

f(x)=alsin(blx+c)+d

Die vier Parameter in der Funktion beziehen sich zum einen auf die Verschiebung und zum
anderen auf die Streckung/ Stauchung in der x-Achsen bzw. y-Achsen-Richtung:

a Amplitudenfaktor Streckung/Stauchung in y-Achsen-Richtung
b:  Periodenfaktor Streckung/Stauchung in x-Achsen-Richtung
c:  Phasenverschiebung Verschiebung in x-Achsen-Richtung
d:  Wertebereichverschiebung Verschiebung in y-Achsen-Richtung

SIN: Punktsymmetrie f(x)==f(—x) = sin(—x) = —sin(x)
Symmetrie: <

COS: Achsensymmetrie  f(x) = f(—x) = cos(x) = cos(—x)

Bei dem Periodenfaktor gilt fir die neue Periode:
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Anhand der folgenden Vierfeldertafel konnen die grundlegenden Eigenschaften einer

TRIGONOMETRIE Il

trigonometrischen Funktion direkt abgelesen werden.

Es wird dabei davon ausgegangen, dass es sich um eine Standardfunktion in der Form

Sin”(g(x)) oder cos"(h(x)) handelt.

WS 2011/12

Vierfeldertafel

n = gerade

n = ungerade

Periodeyr =1

Periodey r = 21

sin™(g(x))
fx) =f(=x) f&x) =—f(=x)
W = [0; 1] W=[-1;1]
Periodeyr = m Periodey;r = 21
cos™(h(x))

f(x) = f(=x)

W = [0;1]

f&x) = f(=x)

W = [-1;1]
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TRIGONOMETRIE IV
Beispiel: f(x)=3 Ein(%x +37m)+4
Vereinfachung: f(x)=3 [Esin(% x) [Bos(377) +sin(377) Etos(% x)} +4
f(x)=(-3) Bin(% X)+4
Wertebereich: =301 +4=[-33]|+4 == w = y O[1;7]

_2T 3o fx) = f(x+37)

PNEU %

f(x)=-3 Bin(% (x+3m)+4=-3 Bin(%x +2m) +4

Periode:

f(x)=-30 sin(% x) [¢os(277) +sin(277) Ecos(% x)} + 4

f(x)=-301 sin(% x)d+0 Ecos(% x)} +4=-3 Ein(% x)+4
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Beispiel:

Symmetrie:

Skizze:

PreStudy 2019

TRIGONOMETRIE V

f(x)=(=3) Bin(% x)+4

Punktsymmetrie

) —4=-[f(-x)-4|

f(x)—4=-3 Bin(%x)+4—4 =-3 Bin(%x)

~[f(=x)-4]= {—3 Bin(—%x) +4 —4} =3 Ein(—%x)

—

L=

/ N\

/N

£\

/

\

/

b

/

\

N2

¥x

-2.5

2.5

Torsten Schreiber

L 7.5

10

104



Vereinfachen Sie die folgenden Funktionen mittels der Additionstheoreme und bestimmen
Sie den Wertebereich, das Symmetrieverhalten und fertigen Sie eine Skizze an.
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1)

2)

3)

4)

AUFGABEN |

f(x)=3-2Isin(4x-57)
g(x) :2Bin2(%x—%ﬂ)+5
h(x) = 3[[cos(2x - 1) +2]

k(x)=5 +% [dos* (% [{Q77- x))
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AUFGABEN Ii

Vereinfachen Sie die folgenden Funktionen mittels der Additionstheoreme und bestimmen
Sie den Wertebereich, das Symmetrieverhalten und beweisen Sie die Periode.

1) f(x)=2-05[sin(3x—5,57)
2)  g(x)=—-4lcos(2,5x—-12,5m1)+8
3)  h(x)=2l[cos(4x-2m)+5|-3

4)  k(x)=4 +i [ﬁsin(g [{7r—2x)) - 8)
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Welche neuen Begriffe habe ich kennen gelernt?



Wiederholung

Diese Fragen sollten Sie ohne Skript beantworten konnen:

Wann ist der Sinus bzw. der Cosinus immer NULL?

Was versteht man unter einer Phasenverschiebung?

Was wird im Einheitskreis senkrecht (/waagerecht eingezeichnet?
Wie kann man am Einheitskreis mit dem Uhrzeigersinn drehen?
Warum ist Sinus zu Cosinus um 90° Phasenverschoben?

Wie ist der Tangens / Cotangens im rechtwinkligen Dreieck definiert?
Wann ist der Sinus gleich dem Cosinus?

X N X X X X X

Woflr braucht man die Additionstheoreme?



DER VEKTORRAUM

Handelt es sich um eine Struktur der Form (D”,+,D D) , SO0 handelt es sich um einen Raum,
sofern u.a. die folgenden Eigenschaften erfillt sind:

(+) Addition: - assoziativ Komponentenweise Addition
- kommutativ Vertauschbarkeit der Komponenten

- neutrales Element ¢ = (0,0,0 ..,O) = (O)”
-inverses Element g =-qg= (— al,—az,—a3,..,—an) = (— a)

(C) Multiplikation: Ox0" - 0":a00"08,y00
- bindre Operation FUa00"
- distributiv (B+y)La=pra+yLa
- assoziativ ﬂ[(y [&):(ﬁ[y)[&
- neutrales Element BCa=a

Die Objekte, die zu einer solchen Struktur gehéren, nennt man zum einen Vektoren(& H D”)

und zum anderen Skalare(,B [l D) , d.h. ein Vektor ist eine gerichtete GroBe (Ldnge und Winkel),
der mittels einem Skalar (Parameter) verkiirzt/ verlangert werden kann.
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DAS SKALARPRODUKT

Bei der Multiplikation von zwei Vektoren nutzt man die Methodik des inneren Produkts.

a4 b,
- .= |la, | |Db, "
B(a,b)=alh = ] => a,B,=a, B,+a, B,+..+a, B,
i=1
an bn

Es werden demzufolge die einzelnen Komponenten untereinander multipliziert und die Ergebnisse
anschlielend addiert. Als Ergebnis bekommt man somit keinen Vektor, sondern eine reelle Zahl.

Eigenschaften:

»nicht binar 000" - O
»kommutativ 8(a,b)=6(b,ad)
»assoziativ BB(G,b)=6(BE,b) =6, b)
> distributiv O(G+b,c)=6(a,c)+6(b,7)
> positiv definiert O(G,a)>00ad z0
2 -3
Beispiel: 5 2 4
NEI =>a,B,=20-3)+502+1{-4)+30=3
- i=1
3 1
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AURERES PRODUKT (VEKTORPRODUKT)

Eine weitere Moglichkeit zwei Vektoren zu multiplizieren ist das duRere Produkts.
Es wird stets diagonal multipliziert (siehe Determinaten), wobei rechts herum positiv und links
herum negativ gerechnet wird.

a b, a, b, —b, La,
axb=|a, |x| b, |=| a, b, —b, &
ds b, a, b, —b, L,

—_

\S)

Eigenschaften:

»Binare Operation: 0" xJ" - OQ”®

»antikommutativ axb=-bxa

> assoziativ BUaxb)=BUxb=axBDb

> distributiv ax(b+¢)=(axb)+(@xc)

Beispiel: 3 5 22 -30-1) 7
2 |x|3|=| (-)B-23|=|-11
-1 2 33-502 -1
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LANGE / WINKEL VON VEKTOREN

Da es sich bei einem Vektor um ein n-dimensionales Objekt handelt, kann der erreichte Punkt
entweder mittels Koordinaten oder via Lange und Winkel dargestellt werden.

> Lange: ‘5‘:\/a12+a22+...+a5 =,/6\a,a
, ~ 1 . N
Normierter Vektor: g° = H (& (Ldnge ist Eins)
a

—

Abstand D(Zz,[;): a—-b|= \/(a1 —bl)2 +(a2 —b2)2 +...+(an —bn)2
>winkel:  6la.5)=|dl Ub|éosa « a, B+, B,+...+a, B,=/6(d,a 3/6lb, 5 ) Ros a

\a,b e{ ,b)
Cauchy-Schwarze Ungleichung a = arccosla—) e —1< a

al al

Orthogonalitétskriterium: cos(90°) =0 9(&,[;) =00 Qﬁ‘ Z00

15¢0)
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AUFGABEN

1) Berechnen Sie —sofern moglich - das innere Produkt der folgenden Vektoren untereinander sowie
deren Summe/ Differenz und bilden Sie jeweils den normierten Vektor.

2 4
-3 4
- 10 — . | -6 - . (—4
a= b=| 0 c= d=| 17 e=
-3 2 3
4 -4
6 -5

2) Bestimmen Sie jeweils die fehlende Koordinate so, dass die jeweiligen Vektoren senkrecht
aufeinander stehen und berechnen anschlieBend deren Abstdande.

a) 3 -5 b) -2 4
- 3 3 2
a= b = . .
-1 X a= b=|5
4 1 Y 2
-2 3
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AUFGABEN

1) Berechnen Sie das innere Produkt der folgenden Vektoren, bestimmen Sie den Winkel sowie den
Abstand zwischen den Vektoren und geben den normierten Vektor an.

° ’ ’ N 5 1
. - -5 - 1 . ~
a) a=|3| b=|-2 b) ¢ = d = c)e=( jf:( ]
1 3 -2 -3
1 -3
2 1

2) Bestimmen Sie jeweils die fehlende Koordinate so, dass die jeweiligen Vektoren senkrecht
aufeinander stehen und berechnen anschliellend deren Abstande.

> ) -1 2
3 5 8 -4
ya=| ' b= " X o) a=|3| b=|4x
a) a= = ~ —| _ = =
. 3 b) a=| y | b 2
_ x - X
_3 4 4 3
0 2
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LINEARE (UN)ABHANGIGKEIT

Grundlage der (Un)Abhangigkeit von Vektoren ist dessen Linearkombination, d.h. es wird jeder
Vektor mit einem beliebigen Skalar multipliziert und anschlieRend die Summe gebildet.

ala+pBb+...+{
Im Fall der (Un)Abhangigkeits-Priifung untersucht man, ob einer der Vektoren mittels einer

Linearkombination der ubrigen darstellbar ist, d.h. man bildet die Linearkombination der Vektoren
und setzt diese Kombination gleich Null.

alli=Bb+.+(F - alli+Bh+..+lE=0

Existiert nur die sogenannte Triviallésung der Forma = S =...={ =0 , dann sind die Vektoren
linear unabhangig. Sollte eine der entstehenden Losungen# 0 sein, dann sind sie linear abhangig.

3 -1 -3 3 -1 -3 .
.y L2 - 2 | . 2 2 2 2| -
Beispiel: a=| |b= ¢ = =all |+40 + yll =0 = [=3
1 -3 -5 1 -3 -5
y=-2
4 2 1 4 2 1
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BASIS / SPAN

In einer Basis sind Objekte/ Vektoren enthalten, die einen zugehérigen n-dimensionalen Raum
komplett aufspannen kdnnen.

Demzufolge besteht der Euklidische Vektorraum [I° aus den 3 Koordinaten-Einheits-Vektoren:

1 0 0 linear unabhdngig
e =|0fe,=|1}é =0 normiert (Ldnge 1) Orthonormalsystem
0 0 1 orthogonal

Grundvoraussetzung ist die lineare Unabhangigkeit, d.h. eine begrenzte Anzahl von linear
unabhangiger Vektoren bilden eine Basis, wobei die Anzahl der enthaltenen Vektoren die
Dimension des Raums angibt.

Die Dimension ist unabhangig von der Anzahl der Komponenten/ Koordinaten eines Vektors.

Beispiel:  Die drei Vektoren (letztes Beispiel) sind linear unabhdngig und bilden demzufolge
auch eine Basis. Da es sich um drei Basisvektoren handelt, spannen Sie einen Raum
der 3. Dimension auf.
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LOSUNGSMETHODIK

Frage: Bilden die gegebenen Vektoren eine Basis des[]’ ?
1 2 -3

a=| 3 [b=|1é=|1 |>al@+BB+ylE=0
-2 -3 5

Ol[(_3)}+ |12 la +28 -3y =0
0 }+ -0 =58 +10y = 0 .
0 0 +18 -1y = 0I5 }

)
+ +
> %
+ |
< <
1] ]

la +28 -3y = 0
0 +18 -1y = 0 < a=L=y=0 Triviallosung: Die Vektoren sind linear unabhangig.
0

=
o
+
)
<
I

2)(-3
Es handelt sich somit um eineBasisB=|| 3 ;| 1 [;| 1 mit der Dimension 3.
-2){=-3/1 5

Somit kann durch diese Basis der[]” aufgespannt werden.
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AUFGABEN

1) Sind die folgenden 3 Vektoren a, b ¢ linear unabhanglg?
Stellen Sie den Vektor d als Linearkombination von a, b ¢ dar.

2 5 ) 6
i=|1b=|-1c=| 2 [d=| 5
3 0 3 -6

2) Prifen Sie, ob die gegebenen Vektoren eine Basis bilden und geben die maximal mogliche
Dimension mit dem zugehdrigen Raum an.

1 2 -3 -9
2]~ (0. 1 |- 7
a= b= |c= d =

-1 1 2 0

3 5 1 4

3) Bestimmen Sie die Parametera, 10 so, dass das Vektorsystem (vy,v2,v3 ) mit
V] :(],a,—])T , VD :(Z,I,O)T und v3 =(—3,—,8,1)T linear unabhangig ist.
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AUFGABEN

1) Stellen Sie den Vektor x als Linearkombination der Vektoren &,I;,E,c? dar.

1 2 -1 3 -2
11 11 - 2 R - 3
X = a= b= c = d=

4 3 -2 -1

5 1 3 2 -2

2) Bilden die gegebenen Vektoren eine Basis? Geben Sie die max. mogliche Dimension an.

3 1 1 -3
R - | =2 _ 3 - 9
a= b= c = d=

-2 3 -2 -8

4 -2 1 2
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EUKLIDISCHER VEKTORRAUM

Als Grundlage flir Geraden- und Ebenenberechnung im 3-dimensionalen Raum dient der
Euklidische Verktorraum Ox0Ox0 = 03 .

Die Vektoren kdnnen nicht nur senkrecht, soTndern auch in der waagerechten der
sogenannten transponierten Form(x; y;z)  dargestellt werden.

A Y-Achse
AT ] [=ao0r B
P AR T oalp=EMxy;z Koordinaten-
i I 1.0 T
: AJ i E J = (O:1;0) >_ einheitsvektoren
: N : .I\ = ‘) r
i k I > : ,,/ > X-Achse k (070’1> _/
______________ 124
Z-Achse
Betrag: |]3| =r=\/x2 +y° 427
.= X - - z
Winkel: cos(i, p) =—;cos(j, p) = X;COS(/C, p)=—
r 4 4
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VEKTORENKLASSEN

Fir die Vektorrechnung im Bereich von Geraden, Ebenen und Korper ist es wichtig die beiden
moglichen Arten von Vektoren zu unterscheiden.

v" Ortsvektor:

v"  Richtungsvektor:

Beispiel:

v Ortsvektor:

v'Richtungsvektor: x =

PreStudy 2019

a=0A

Stellt die direkte Verbindung vom Ursprung zu einem
beliebigen Punkt im Raum dar.

Werden zwei beliebige Punkte im Raum verbunden, A— _ [; .
so erhalt man den Richtungsvektor, der sich stets aus b=b-a
der Differenz zwischen Endpunkt und Anfangspunkt berechnet.

3\ . 1 A Y-Achse
a=|_ |b=
1 _ 3 _ -2 X-Achse
-2) \1) -3 >

121
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GERADENGLEICHUNG

Eine Gerade ist die graphische Darstellung einer linearen Gleichung bestehend aus Steigung und
Startpunkt bzw. Achsenabschnitt und wird in folgenden zwei Arten dargestellt.

v Parameterfreie Form: y=mlx+b
b=Achsenabschnitt; m = Steigung

v' Parameterform: Y=a+alAB
a = Ortsvektor (Startpunkt); AB-= Richtungsvektor
Beispiel:
v' Parameterfreie Form: A=(3:5) Ay 775 _ )
Ax 2-3 :|> = y=-"2[x+11
B =(2;7) b=y-mk=7-(-2)2=11

2 -1 2 (-)-2 2 -3
v' Parameterform: a=l 1 1o0b=l 2 |=%=l1 l+am 2-1 |=| 1 |+al 1

-3 2 -3 2—=(-3) -3 5
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AUFGABEN ZU GERADEN

1) Berechnen Sie das dauRere Produkt der folgenden Vektoren.

a) a=(2-13)";b = (-1;2;5)7 b) ¢=(=2:41)";b =(53:1)"

2) Berechnen Sie sowohl die parameterfreie als auch die Parameterform der Gerade durch
die folgenden Punkte und fertigen Sie eine Skizze an.

a) A=(2:5);B=(-2:3) b) A=(-13);B=(2;-6)

3) Geben Sie die Parameterform der Geraden durch folgende Punkte an.

) 1 4 5
a) a=| 3 [b=|2 b) a=|-3b=|-2
1 ) ) 4

-1 2 5 3 4 2
a) a=| 4 |b=|-1);¢=|-6 b) x=|-2y=|-1}z=]-1
3 2 1 -1 3 2
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LAGERELATION VON GERADEN |

Im Euklidischen Vektorraum [1° handelt es sich um einen 3-dimensionalen Raum, der durch
die 3 Koordinanteneinheitsvektoren als Basis definiert ist.

Da eine Gerade nur ein 2-dimensionales Objekt ist, existieren insgesamt vier mogliche
Lagerelationen:

Gerade = Startpunkt + Parameter * Richtungsvektor

v' parallel: linear abhangige Richtungsvektoren, wobei der Startpunkt der ersten
Gerade nicht auf der zweiten Geraden liegt.

v identisch: linear abhangige Richtungsvektoren, wobei der Startpunkt der ersten
Gerade auf der zweiten Geraden liegt.

v' schneiden sich: linear unabhingige Richtungsvektoren. Beim Gleichsetzen der beiden
Geraden ergibt sich eine eindeutige Losung fiir die Parameter.

v windschief: linear unabhangige Richtungsvektoren. Beim Gleichsetzen der beiden
Geraden ergibt sich ein Widerspruch fiir die Parameter.
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LAGERELATION VON GERADEN i

Aufgrund der definierten Lagerelationen ergibt sich der folgende Entscheidungsbaum:

g X =a +alb 8% =a,+ b,

—

b, = ylb Abhdngigkeit der Richtungsvektoren
1 2

JA NEIN

—

Priifen des Startpunkts Ziz = C_il +a g =& Gleichsetzen der Geraden

—

JA NEIN JA NEIN

identisch parallel  Schnittpunkt windschief
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LAGERELATION VON GERADEN il

1 3 -2 1
Beispiel: g X% = 3 |+all-2 g,:% = 1 |+B1U-2
-2 -4 4 1
3 1 y=3
1. Abhdngigkeit der Richtungsvektoren: -2 |=ylll-2|= y=1
-4 1 y=-4
3¢ -18 = -3 ID} | [3-1)
2. Gleichsetzen der Geraden: & =&, = |=2a 2B = =2
-4a -1 = 6
3 -1 = -3
o | 4a 0 = -8 @a:—ZDa:—%
-7 0 =9

Aufgrund des Widerspruchs missen die beiden Geraden windschief zueinander liegen.
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AUFGABEN

1) Wie liegen die folgenden Geraden zueinander?

2 -2 -1 1
a) g, X =|-5|+al 8 g,:x,=| 3 |[+B-4
1 -4 -2 2
1 -1 2 2
b) g :x% = -3 |tall2 g, X%, =| =6 +B0-5
5 5 -3 -8

b) g :a= (2;—2;5)T;l; = (— 1;1;3)T g,:C*= (— 1;3;2)T;g = (3;—2;5)T
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AUFGABEN

1) Wie liegen die folgenden Geraden zueinander?

1 -1 2 2
a) g:x,=|3|+all2 g,:x, =1 |+L013
5 5 7 4
2 1 0 -3
b) g :x,=|3|+tall-2 g,: X, =| 7 [+LU 6
5 4 -3 -12

2) Prifen Sie, ob die folgenden 3 Punkte auf einer Geraden liegen.

-3 5 -2 2 —4 2
a) a=|-2b=|4c=| 1 b) ¥=| 5 [y=|-3}z=|12
1 3 5 -2 6 0
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AUFGABEN

1) Liegen die folgenden 3 Punkte auf einer Geraden?

a=213)" ;b = (421756 = (6,-5-1)"

2) Bestimmen Sie die Parameterform der Geraden und geben deren Lage zueinander an.

g, :a= (3;2;—1)T;15 = (4;—2;2)T g,:C= (— 3;4;2)T;c7 = (— 1;—4;8)T

3) Wie liegen die folgenden Geraden zueinander?

-3 4 8 3
g :x = 5 |tall-1 g,:x,=| 2 |+pU-1
2 2 -6 -4
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EBENENGLEICHUNG |

Eine Ebene im [’ wird dhnlich wie eine Gerade durch Orts- und Richtungsvektoren definiert,
wobei die Parameterform mittels einem Orts- und zwei zugehdrigen Richtungsvektoren gebildet

werden kann.
Bei der Bildung der Ebenengleichung ist die lineare Unabhangigkeit der Vektoren Voraussetzung.

Beispiel: a= (3;2;—1)T;15 = (4;—2;2)T;E = (-1;3;-5)"

e:X=d+alab+ Blac

3 -1-3
e X = +all -2-2 |+
-1 2-(-1) -5- ( 1)
3
e:x=| 2 |[tall-4 |+ a,BDD
-1
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EBENENGLEICHUNG Il

Die sogenannte parameterfreie Darstellung basiert auf der Hesse‘schen Normalform und lautet in
der allgemeinen Beschreibungg[x+bly+clz=d .

Voraussetzung zur Bildung ist des Stellungsvektors.
Bei dem Stellungsvektor handelt es sich um den Vektor, der senkrecht auf der zugehorigen Ebene
steht. Er wird mittels duBerem Produkt der Stellungsvektoren gebildet.

3 -1 -4
Beispiel: e:x=| 2 |[tall-4 |+ -1 |;a,p00

-1 3 -4
-1) (-4 -H-4-—-H3 19 19 a
-4 x| =1 |=| 3L-4)-(-4)L-1) |=|-16 -16 |=| b
3 -4 (—-D L-1)—(—4)L—4) -15 -15 c
19[x-16[y-15[z=d

19[3-16[2-15[(-1) =40 19lx—-16[y—15[z =140
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LAGERELATION VON GERADE/ EBENE

Will man die gegenseitige Lage von einer Geraden zu einer Ebene naher bestimmen, so werden
die beiden Gleichungen in der Parameterform gleichgesetzt und mittels GauBverfahren gel6st.

Es entstehen dadurch 3 unterschiedliche Losungsklassen:

v'Keine Losung: Die Gerade verlauft parallel zur Ebene
v'Eine Losung: Es existiert ein Schnittpunkt zwischen Gerade und Ebene
v'Unendliche Losungen: Die Gerade liegt in der Ebene
3 -1 -4 2 2
Beispiel: e:x=| 2 |+tall-4|(+p0-1|Og:x=|2|+yd1 |;a,B6,y0d
-4 3 -3 1 -1
-a -4 -2y = -1 |[(—4):|_ 1 (3) -a -4 -2y = -1
e=g=|-4a - -y = 0 =10 156 1y = 4
30 -3 +y =5 0 -—-158 -5y = 2 }
-a -4 -2y = -1 . i 8
|0 158 Ty = 4|- a:—g;ﬁ:—g;yﬂ } Schnittpunkt | 5
0 0 2y = 6 -2
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LAGERELATION VON EBENE/ EBENE |

Will man die gegenseitige Lage von einer Ebene zu einer Ebene naher bestimmen, so werden die
beiden Gleichungen dhnlich wie bei Geraden/ Ebenen gleichgesetzt und kbnnen u.a. ebenfalls
mittels GauBverfahren gelost.

Da es sich bei dem zugehorigen Vektorraum um das Euklidische System handelt, entfallt die
Moglichkeit der windschiefen Lage.

Dadurch entstehen 3 unterschiedliche Losungsklassen:

v'Keine Losung: Die erste Ebene verlauft parallel zur zweiten Ebene
Es entsteht aufgrund des Gleichungssystems ein Widerspruch
bzw. sind die beiden Stellungsvektoren linear abhangig.

v'Unendliche Lésungen |: Die erste Ebene schneidet die zweite Ebene (Schnittgerade)
Die Losungsmenge des Gleichungssystems ist von einer Variablen
abhangig bzw. sind die Stellungsvektoren linear unabhangig.

v'Unendliche Lésungen |l: Die erste Ebene liegt in der zweiten Ebene (ldentitat).
Die Losungsmenge des Gleichungssystems ist von zwei Variablen
abhangig bzw. sind die Stellungsvektoren linear abhangig und der
zugehorige Abstand ist Null.
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LAGERELATION VON EBENE/ EBENE I

Da es relativ kompliziert ist drei Gleichungen mit 4 Unbekannten mittels GaulBverfahren nach den
richtigen Variablen freizustellen, empfiehlt es sich mittels der Stellungsvektoren der Ebenen die
Lage der Ebenen zu klassifizieren.

Dadurch ergibt sich die folgende Losungsmethodik:

1. Parameterfreien Form
Es wird im ersten Schritt mittels Stellungsvektoren die parameterfreie Form gebildet.

2. Abhangigkeit der Richtungsvektoren:
Sind die beiden Stellungsvektoren linear abhangig muss mittels Abstand Parallelitat oder
Identitat geprift werden. Sonst liegt eine Schnittgerade vor.

3. AuReres Produkt:
Durch Bildung des dufSeren Produkts (Vektorprodukt) der Stellungsvektoren der beiden
Ebenen erhalt man den Richtungsvektor der Schnittgeraden.

4. Gemeinsamer Punkt:
Mittels Vorbelegung einer beliebigen Variablen und anschlieBender Losung des entstehenden
Gleichungssystems kann ein gemeinsamer Punkt (Startvektor) berechnet werden.
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LAGERELATION VON EBENE/ EBENE Il

3 -1 -1 -3 -2 3
Beispiel: ¢, :x=| 2 |[+tall-2|+LM-1|Oe,:x=| 2 |+yll 1 |+0| -2 }a,B,y,000
-4 3 -3 2 -1 2
-1 -1 9 -2 3 0
e,:n =|=2|x|-1[=|0 [e,:n,=| 1 [x|=-2|=|1
3 -3 -1 -1 2 1

Parameterfreie Darstellung:
e,:9x+0y—z=d = 27+0+4=31 =e¢ :9x-z=31

e, :0x+ly+lz=d « 0+2+2=4 —e,:ytz=4

Richtungsvektor der Schnittgeraden: ~
? 0 1 Schnittgeraden
nXxn,=| 0 [X|1]|=[-9 4 1
-1 1) {9 > [gi%=|-1]+e -9
Startvektorder Schnittgeraden: 5 9
z=5=¢:9x-5=31Le¢,: y+5=4
e x=4Ly=-1 Y
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AUFGABEN

1) Bilden Sie die parameterfreie Darstellung und die Parameterform der folgenden ?

G =213)"b = (4-2)";¢ = (1;2:-2)"

2) Bestimmen Sie die jeweils andere Darstellungsform der Ebenen.
1 2 3
a)e:2x—3y+4z=5 b)e:x=|-2|+all 1 |+B0-2
1 -2 1

3) Wie liegen die folgenden Ebenen zueinander?

2 3 -1 1 -2 -3
e:x=-11+ali2 |+ 500 e,:X=| 0 |[+yD 1 [+o0 1
4 I 3 -2 4 3
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AUFGABEN

1) Bilden Sie die Parameterdarstellung der folgenden Geraden und deren Lage.
g :(132)",(0,7:4)"  g,:(-10:8,6)",(=7:9:6)"

2) Bilden Sie die parameterfreie Darstellung der folgenden Ebenen und deren Lage.
e, (LL-D",(22:0)",(-22:-4)" ¢, :(20;-D",(3:6:D", (1;2;-D)"

3) Bestimmen Sie die gegenseitige Lage der Gerade und Ebene zueinander.

3 2
g:x=|8|+¢& 1 e:(1;2:57,3:1,2)", (=2:4D)"
3 3

4) Wie liegen die folgenden Ebenen zueinander?

1 -4 -1 2 10 1
e :x=| 2 |+all 2 |+B02 e,:x=| 3 |[+y8 [+o 4
-3 1 -1 -2 0 -4
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ABSTAND PUNKT/GERADE ZU GERADE |

Zur Berechnung von einem Abstand definieren wie den Punkt Q und die Gerade in der Form
g,:X, =P +alb, mitP, alsStartpunkt und b, als Richtungsvektor der Geraden n.

b, x(Q-P)
v' Punkt zu Gerade: d= —
bl

];1 X (Pz - P1)
v'  Gerade zu Gerade (parallel): d= ;
1

(P, = B) (b, xb,)

v'  Gerade zu Gerade (windschief): d =

b, xb,
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ABSTAND PUNKT/GERADE ZU GERADE II

o of] afl}ef]
S G
HEb

—-10)> +11% +(-13)?
d:J( ) ( >:/3299023,67

\/(_3)2 +22 442

10-20
—4-(-15)
[ -15-=2)

B

b, x(Q-P)
d = — d=
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ABSTAND PUNKT/GERADE ZU GERADE Il

Beispiel Gerade zu Gerade:

(parallel)

b x(P,—PF)

—

PreStudy 2019

i
A
N

-5)? +(17)* +9?
d:J( )2 +(17) i} /39525,31
V22 412 +32 14

1 6
g, 1%, =|3|+[U3
4 9
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BEISPIELE ABSTAND

e o201 ol
JER:HGRE].
HiS

_|-15+6-15] _ 24

V38 38

V=3 + (2 +5°

= 3,89
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ABSTAND PUNKT/GERADE ZU EBENE

Zur Berechnung von einem Abstand definieren wie den Punkt Q sowie die Gerade in der Form
g,:x, =P +a B) mit P als Startpunkt und b als Richtungsvektor der Geraden n und die
zugehorlge Ebene in der parameterfreien Darstellung e:alx+bly+clz =d.

Aufgrund der parameterfreien Form der Ebene ergibt sich direkt der Stellungsvektor 71 = (a;b; )"
Die Abstande werden wie folgt definiert:

v' Punkt zu Ebene: |”D(‘Q‘ P)|
n

ax+by+cz—d

d =
\/at2 +b*+¢?

Hessesche Normalform

_|@ - P) i

i

v"  Gerade/Ebene zu Ebene:
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BEISPIELE ABSTAND

Ebene zu Ebene : e :2x—-5y+3z=3 ¢,:=4x+10y—-6z=38
(parallel)
1 5 2
0 [—|2 -5
P,—-P)n -2) 1 3 -8+10-9
d:|(2 j) | d= = | | -] =1,14
7 2 J22 (=57 +3° 38
-5
3
Punkt zu Ebene : e :—x+3y—-2z=5 0 =(2:4:])

_ax+by+cz—d

) \/at2 +bh*+¢?

_(-h@2+3@-20-5 3

d=
\/(—1)2 £324(22)7 A4

d =0,8
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AUFGABEN

1. Punkt zu Gerade:
g:A=(ZL3);B=(-12) Q =(2:5-2)
2. Punkt zu Ebene (parallel):
1 3 -2
e:x=|0|+all-1|+£0 3 0 =(4;1;15)
2 2 -1

3. Gerade zu Gerade (windschief):

2 1 -1 4
g :x=|1|+all-3 g,:x=| 5 [+p00
3 4 1 3

4. Gerade zu Ebene:

0 -1
g:x=| 1 |+all-4 e:2x+y+3z=13
-1 2
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AUFGABEN

1. Punkt zu Gerade:
g:A=(3-14); B =(2:5;-2) 0 =(-2;3})

2. Punkt zu Ebene:
e:(21,-5)";(-13,-H";1,-2)"  0=(2-1;4)

3. Gerade zu Gerade :

-1 2 3 -6
g :x=|3 [+tall-4 g,:x=|-2|+pl12
5 1 1 -3

4. Gerade zu Ebene:

1
g:x=|2|+all-3 e:x—2y+z=4
0
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Welche neuen Begriffe habe ich kennen gelernt?
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