Themenkatalog

VVVVVVYVYYVYVYYY

Mengenlehre
Aussagenlogik
Relationen

Funktionen
Vollstandige Induktion
Folgen

Reihen

Grenzwerte
Funktionseigenschalten
Differentialrechnung
Integralrechnung






Mengenlehre

1) Gegeben sei die Menge A mit allen Natiirlichen Zahlen zwischen 4 und 14, die durch drei
teilbar sind und die Menge B = {7;9;11; 12; 13; 14; 15; 16; 17; 18; 19; 20}.
Geben Sie die Losungsmenge auf je 2 Varianten an (2xAufzdhlung und 2xEigenschaften).

a) AUB b) ANB c) A\B d) A\B
2) Gegeben sei die Menge A = {1; {2;3;4}; {5} {{6}; 7}; 8}.
Bei welchen der gegebenen Zerlegungen handelt es sich um eine Klasseneinteilung?
2 X = {1558 {234 7} {5}
b) ¥ = {{{5}; {2;3; 43} {{6}; 7} {8; 1}}
o Z={{1:7:8};{{2 34} {53} {6}
3) Vereinfachen Sie folgenden Ausdruck und geben Sie die angewandten Gesetze an.
(xvyAx))A((zVvx) V(X V2))
4) Sei P(X) die Potenzmenge von X = {0; 1}. Die Relation R € P(X) X P(X) sei

definiert durch (a,b)) ER & a S b

a) Geben Sie die Menge P(X) explizit an?

b) Geben Sie alle Elemente von R an!

c¢) Fertigen Sie eine Skizze an, die R vollstindig beschreibt!

d) Kreuzen Sie einfach an (ausnahmsweise ohne Begriindung):

Die Relation R ist reflexiv wahr falsch
transitiv wahr falsch
symmetrisch wahr falsch
antisymmetrisch wahr falsch
vollstiandig wahr falsch

d) Istdie Relation R eine Funktion? (Begriindung)

Aussagenlogik
5) Geben Sie zu der gegebenen Aussage die KNF und DNF an.

A(p.q,r)=(r~v(p—=>@)A(rvg)

6) Zeigen Sie mittels 2 Verfahren (Wahrheitstabellen, Gesetzen oder Resolution), dass
folgende Implikation gilt.

Alp.q)=p—>qe—pvq



Relationen

7) Geben Sie die Eigenschaften der folgenden Relation an:

{(@.ye NN [Va—+b =2-k;ke NIN={012...}

8) Geben Sie die Eigenschaften der folgenden Relation an:

=t ye Rk | (6 F + (6, F = (0 + (PP =),y = 01 3)

Funktionen

9) Geben Sie zu den Funktionen deren Definitionsbereich an und bestimmen die
Schnittpunkte an

a)f(x) =v13-3xAgx)=x—-1

, 2x? 5x+4 , x—5
b) l(x) T X2+4x  3x+12 A](x) T 3x

10) Begriinden Sie bei den folgenden Aufgaben, warum es sich um eine Funktion handelt und
welche weiteren Eigenschaften diese besitzt.

{(x,y)e RxR|2-y=e"";€ Z}

Vollstindige Induktion

11) Zeigen Sie mittels vollstdndiger Induktion, dass die folgende Aussage iiber die Teilbarkeit
giiltig ist.
9" + 7;n = 0 ist durch 8 teilbar

12) Beweisen Sie, dass die Bernoulli-Ungleichung 1 + n-a < (1 + a)™; n € N giiltig ist.

13) Zeigen Sie, dass die Gleichung Y.(k — 1) - In (ﬁ) = n-In(n) — In(n!) giiltig ist.
Folgen

14) Begriinden Sie mittels Differenz- oder Quotientenmethode die Monotonie der gegebenen
Folge und beweisen deren Beschrinktheit.

a, =V2+en>0

15) Untersuchen Sie bei der Folge die Konvergenz. Berechnen Sie dazu die Monotonie und
Schranken und geben den zugehorigen Grenzwert an.

Ani1 =+Jan+2; a1 =225 und n=>1



Reihen

16) Untersuchen Sie bei der Reihe die Konvergenz und bestimmen deren Grenzwert .

17) Bestimme Sie bei der folgenden Reihe deren Konvergenzradius.

2 kK
;m!‘"e“‘

18) Fiir welche x € R ist die folgende Gleichung erfiillt?

had k had k+1
S 3 @) - vtimen

Grenzwerte

19) Bestimmen Sie die folgenden Grenzwerte und geben das angewandte Verfahren an.

X _ . 2 —
a) lim 3 _(1 +§] b) 1i cos(3w—x-7) ¢) lim {/; 3x° —5x +27
x> X X x2 4x -8 oo x—8+6x

20) Berechnen Sie von der gegebenen Folge den Grenzwert fiir n — oo.
Ab welchem Element ist die Abweichung von diesem Wert kleiner als 0,05?

5—2x
2+ 5x

1
3

an

21) Bestimmen Sie den folgenden Grenzwert auf zwei Arten.

) 2x
lim

=0 \gV9F2x -1

Asymptoten

22) Bestimmen Sie das Verhalten der Funktionen an den Grenzen des Definitionsbereichs,
interpretieren Sie Ihre Ergebnisse, berechnen Sie die Schnittpunkte mit den Achsen und
fertigen eine grobe Skizze an.

2x® —4x* =50x+100 X +5x+7x+3 2x* +4x—16
a X)= b X)=—————""" C /’l X)=—]F——"7T7"7"
) f® X —4x* —11x+30 ) 8 x> +3x+2 ) k) X =Tx+6




Funktionseigenschaften

23) Priifen Sie fiir welche Parameter die folgende Funktion stetig und differenzierbar ist.

X +ax+bx>1
f)=
x2-b)+2a;x<1

24) Vereinfachen Sie die folgenden Funktionen mittels der Additionstheoreme und bestimmen
Sie den Wertebereich, das Symmetrieverhalten, beweise die Periode.

a) f(x)=2-sin’Bx+27)—4 b) gx) =%-(2—4cos(§—ﬂ+3 ¢) h(x)=[3-cos@x-15z] -2
25) Priifen Sie das Symmetrieverhalten der folgenden Funktionen.

a) f(x)=(cos(x)) —Inx> +42 b) h(x) = 4sin’(x) —is +2x°
X

Ableitungen

26) Bestimmen Sie die erste Ableitung der folgenden Funktionen.

Q) f=12:e" b) (0 =025-3x —cos@n)  ¢) h(x)= 2(;1 2; ;35
—JX

27) Berechnen Sie von der folgenden Funktion die Wendepunkte und Extrempunkte.
f(x) =%x3 -3x° +%x+42

Anwendung der Differentialrechnung

28) Bestimmen Sie die Seitenlidnge a und b sowie den Flidcheninhalt A desjenigen
gleichschenkligen Dreiecks, das bei dem gegebenen Umfang U = 6¢m den maximalen
Flidcheninhalte A hat.

29) Bestimmen Sie die Gleichung einer ganzrationalen Funktion vom Grad 3, deren Graph bei
x=3 einen Tiefpunkt hat und einen Wendepunkt bei (2 / %) hat. Die Tangente im
Wendepunkt hat die Steigung -2.

Integrale

30) Berechnen Sie die folgenden Integrale und klassifizieren es.

a) I(2 L+ 05x )dx b) i(xz —6x+ S)dx c) T(%)d}c d) ]:( 2 ]dx =0,5

(2x+3)°

31) Bestimmen Sie die Flache zwischen den gegebenen Funktionen.
a) f(x)=x"=3x+2Ax—Achse b) f(x)=2-V2x+5Arg(x)=x

32) Geben Sie die zugehorige Stammfunktion der gegebenen Funktionen an.

a) h(x)= 4x’ -1 b) g(x) = ¢) f(x)=3x"-sin(2—x)

x —4x+5 4-3x




HAUPTSPEISE




Mengenlehre

33) Gegeben sei die Menge A mit allen Ganzen Zahlen zwischen -3 und 7, die durch 2 teilbar
sind und die Menge B = {—1;2; 3;5;7;8;9}.
Geben Sie die Losungsmenge auf je 2 Varianten an (2xAufzéhlung und 2xEigenschaften).

a) AnB b) AUB c) A/B d) B/A
34) Gegeben sei die Menge A =1{T,0,R}.

Geben Sie die zugehorige Potenzmenge P(A)an und geben an, welche der gegebenen
Aussagen wahr bzw. falsch sind?

a) ROT € P(A) b) { }< PA) ¢) {frrf}c P(A)
d) {r}e PA) e) Rc P(A) ) {{ror}}e pP(a)
g) {ro}c p(a) h) { }e P(a) i) {{ e P

35) Vereinfachen Sie folgenden Ausdruck und geben Sie die angewandten Gesetze an.

AN(BNA)U(AUB)U(ANB)
36) Berechnen Sie den ggT von 627 und 357 mit Hilde des Euklidischen Algorithmus.

Aussagenlogik

37)Bestimmen Sie die Erfiillungsmenge E der folgenden Aussagenverbindung. Geben Sie
anschlieBend an, ob es sich um eine Tautologie, Kontingenz bzw. Kontradiktion handelt.

a)A(p,q,r)=p—>(@vr)<—(gvr)——p
b) A(p,q.r)=—(p—>(qVvr)v(gnr)
¢c) A(a,b,c)=anb—ceanb—c)
38) Priifen Sie, ob die beiden Ausdriicke A,(x,y,z):=(xAy)Vv(—xv-y)— z und
A, (x,y,z)=xVv y— z identisch sind.

Begriinden Sie Ihre Losung, in dem Sie die Giiltigkeit durch Herleitung und mit Hilfe der
Wahrheitstabelle zeigen.

39) Uberfiihren Sie die gegebene Aussageform in die KNF und DNF. Ist Sie kanonisch?

A(p,q,;r)=(p > @ AgA(—p—T)



Relationen

40) Betrachte die Menge aller Zahlentripel (x4, x5, X3, )T.
Welche Eigenschaften besitzt die Relation xQy <3| x |=| y| mit x,ye R® ?

41) Gegeben ist die folgende Situation:

Auf dem Alphabet Z: {V,o0, 1} wird die Menge L(Z), die aus allen Strings der Linge
3 mit Symbolen aus Z besteht, gebildet. Wir definieren die Relation R mit

R={(x,y)e L(Z)xL(Z) | x und y haben die selbe Anzahl gleicher Zeichen}
Beschreiben Sie die Menge L(Z) durch Aufzihlung ihrer Elemente und beweisen die

Eigenschaften der Relation.
Funktionen

42) Geben den Definitionsbereich an und berechnen die Nullstellen der Funktionen.
I 5 14 3.7 o
a) f(x)=+7x-12—x b) g(x):zx —Ex +x +Zx

43) Gegeben sind zwei Funktionen f € R - R? und g € R? - R mit f(x) = (2x,3x + 1)
und g(x,y) = x — 5y. Bestimmen Sie die Kompositionen g o f und f o g.
Folgen

44) Bestimmen Sie mittels Differenz- und Quotientenmethode die Monotonie der Folge.
3
a, = 4 — E; n=1

45) Geben Sie von den rekursiven Folgen die intuitive Darstellung und auch die explizite
Definition an und beweisen diese.

a) an:a;;a:l:% b)anzan_1+2'n+1;a1=2

46) Zeigen Sie:
Die Folge a, sei rekursiv gegeben mit a,,, =1’l~a§ +la,=4 fir n>1.
2

a) Die Folge ist streng monoton wachsend oder fallend.
b) Die Folge besitzt eine obere und untere Schranke.

c) Die Folge ist konvergent.

d) Berechnen Sie den Grenzwert.

Vollstindige Induktion

47) Zeigen Sie mittels vollstidndiger Induktion, dass die folgende Aussage giiltig ist.
3+l 4 237+l > 0 ist durch 5 teilbar

48) Zeigen Sie, dass n? > n + 5;n > 2 gilt.

49) Beweisen Sie, dass die Gleichung ),(3k — 2) = (Hn)lzﬂ richtig ist.



Reihen

50) Untersuchen Sie bei der Reihe die Konvergenz und bestimmen deren Grenzwert .
had 15 2K 242
216 @]
k=3

51) Bestimme Sie bei der folgenden Reihe deren Konvergenzradius.

> &) o
k=5

52) Fiir welche x € R ist die folgende Gleichung erfiillt?
2+k

26 =36 e

k=1 k=0

Grenzwerte

53) Bestimmen Sie die folgenden Grenzwerte und geben das angewandte Verfahren an.

T
X——
4

. [sin(x) —cos(x)J by i In(l+1In(2 — x)]

a) lim
cos(2x) -1 sin(7zx)

2x
c) li : (2Arten)
¥=0 V4+x—2

54) Bestimmen Sie den Grenzwert mittels einer geeigneten Substitution.

1
lim (x ‘In <—>>
x—0t X

55) Bestimmen Sie den Grenzwert auf zwei Arten.

2x — 6
lim ( )
x4 \2-4/48 — 3x — 3x

Asymptoten

56) Bestimmen Sie das Verhalten der Funktionen an den Grenzen des Definitionsbereichs,
interpretieren Sie IThre Ergebnisse, berechnen Sie die Schnittpunkte mit den Achsen und
fertigen eine grobe Skizze an.

3x* =3x% =30x—24 X +3xr—4x—12 —2x-15
a X)= b X) = C h ————————————
) f() 2%} —6x? =32x—24 ) 8 X +x—6 ) B +x*=9x-9




Funktionseigenschaften

57) Uberpriifen Sie ob die gegebene Funktion an der Stelle x=0 stetig und differenzierbar ist.
fx)=(x=De ™
58) Priifen Sie das Symmetrieverhalten der folgenden Funktionen.

a) F)=—2—(x'-12) b) h(x) =2 —sinGx) +¥x

3
x? X

Ableitungen

59) Bestimmen Sie die erste Ableitung der folgenden Funktionen.

_4dnx _ 33/ cosl3) (o) 4
a) h(x)= b) g(x)—sx/x_ > o f =) N

sin(x)
60) Berechnen Sie die Achsenschnittpunkte und geben den Definitionsbereich an.

f(x)=3-Y44+5x—x°

61) Berechnen Sie den Definitionsbereich und ermitteln ggf. die Ersatzfunktion.

x®—2x% —4x + 4
f) =5= 3
2x° — 2x4 —16x + 24

Anwendung der Differentialrechnung

62) Bestimmen Sie die Seitenlidnge a und b sowie den Fldcheninhalt A desjenigen Rechtecks,
das bei dem gegebener Diagonalen Linge d = 6v2 den maximalen Flicheninhalte A hat.

63) Bestimmen Sie die Gleichung einer achsensymmetrischen, ganzrationalen Funktion vom
Grad 4, deren Graph bei x=2 eine Wendetangente (y = 4x — 2) hat.

Integrale

64) Berechnen Sie die folgenden Integrale und klassifizieren es.

4z o 4
a) f&)sin@—?’x)d-x b) [(sin(0,5x))dx c) J((x_l4)2]dx=% d) j( 22x )dx
0 a !

65) Bestimmen Sie die Fldche zwischen den gegebenen Funktionen.
a) f(x)=x"—2x> —x+2Ax—Achse b) f(x)=2x"—5xAg(x)=2x+x"—12
66) Geben Sie die zugehorige Stammfunktion der gegebenen Funktionen an.

a) h(x)=3i-1nx2 b) g(x)=(4-5x) C) f(x)=x"-e*"
X






Mengenlehre

67) Gegeben sei die Menge A mit allen Natiirlichen Zahlen kleiner gleich 36, die durch vier
teilbar sind und die Menge B = {32; 33; 34; 35; 36; 37; 38; 39; 40}.
Geben Sie die Losungsmenge auf je 2 Varianten an (2xAufzahlung und 2xEigenschaften).

b) AUB b) ANB ¢) A\B d) A\B

68) Gegeben sei die Menge A = {a; {b; c}; {d}; {{e}; f}; g; h}.
Welchen der gegebenen Aussagen bzgl. Element bzw. Teilmenge sind wahr?

a)agide A b){{b:cf{g:nfc A o) {pscidle A
d{ Llaftca e){let rle A ) {a; g:{fr:{fefhlatc A
g){knea h) {{d: fichc a i) g:fdle A

69) Vereinfachen Sie folgenden Ausdruck und geben Sie die angewandten Gesetze an.

X u((le)uY)m(Y u)_/mfj

70) Interpretieren Sie die Zahl 101 als Dual- und Hexadezimalzahl.
Welchen Wert haben diese Zahlen im Dezimalsystem? Ist diese Abbildung injektiv?

Aussagenlogik

71) Geben Sie fiir die folgenden beiden Schaltungen die zugehorigen Aussageformeln an und
zeigen Sie, dass beide Ausdriicke dquivalent zueinander sind (Begriindung).

| I y _o
T I e A . v L

z— X OV_*

72) Formen Sie den folgenden Ausdruck unter Benennung aller angewandten Gesetze um?

F(x,y,a,b,c)=((xAy)v(anbarc)A((xAy)v—av—bv—c)
73) Bestimmen Sie die zugehorige KNF und DNF?
A(p.q.r)=p—>(qVvr) e —(gvr)——p!
Relationen

74) Gegeben sei die Menge M = {x € Z”°|xmod2 = 0} (geraden, positiven Zahlen).
Begriinden Sie alle relevanten Eigenschaften.

y ={(x;y)6MxM|§=ﬁ2;ﬁeNo}

75) Bestimmen Sie alle Eigenschaften der Relation < auf der Fliche R* definiert durch
(x,y)<(x,,y,)e& x,<x,und y, <y,

76) Betrachten Sie die Menge A = {1,2,3,4,5,6,7,8,9,10} und B= {30,40,60} Die Relation R € A X B
sei definiert durch (a, b) € R < a|b . Geben Sie alle Elemente von R an und fertigen eine Skizze
an. Welche Eigenschaften besitzt die Relation?



Funktionen

77) Geben Sie den Definitionsbereich an und bestimmen die Schnittpunkte der Funktionen.
a) f(x)=4-5-V16+x7:g(x)=2x—-T7-Vx>+16
b) i(x)=x*-(x* =30x7); j(x)=32+x°

78) Untersuchen Sie die gegebenen Relationen auf Funktionseigenschaft und benennen deren
Eigenschaften. Machen Sie sie anschlieBend bijektiv.

a) {(x,y) € R x R|y = sin?(x)}

4
x2-9

b {(x,y) e RxRly =

+3}

o) {(x,y) e Rx R|y = In(vx — 4)}

Folgen

79) Bestimmen Sie mittels Differenz- und Quotientenmethode die Monotonie der Folge.

n

2
an=3+<§> ; n=>0

80) Geben Sie von den rekursiven Folgen die intuitive Darstellung und auch die explizite
Definition an und beweisen diese.

b) apy1 =3-a, a1 =3 b)a, =1;9;17; 25

81)Zeigen Sie:
Die Folge a, sei rekursiv gegeben mit a,,, =3/2a, +25;a, =1 fiir n>1.
e) Die Folge ist streng monoton wachsend oder fallend.
f) Die Folge besitzt eine obere und untere Schranke.
g) Die Folge ist konvergent.
h) Berechnen Sie den Grenzwert.

Vollstindige Induktion

82) Zeigen Sie mittels vollstandiger Induktion, dass die folgende Aussage giiltig ist.
32" + 7:n > 0 ist durch 8 teilbar
83) Zeigen Sie, dass 2" > n3;n > 10 gilt.

84) Beweisen Sie, dass die folgende Gleichung fiir die folgende Produktreihe richtig ist.

1_[<1+ ! )-2 2 k>1
k+1/) n+1’




Reihen

85) Untersuchen Sie bei der Reihe die Konvergenz und bestimmen deren Grenzwert .
had 22k+1
e
k=3

86) Bestimme Sie bei der folgenden Reihe deren Konvergenzradius.

o (K3 + 1) - x*
5k .12
k=0

87) Fiir welche t € R ist die folgende Gleichung erfiillt?
) et
1\* cos(ln(x))
o -] (=)
4 X
k=2 1

88) Bestimmen Sie die folgenden Grenzwerte und geben das angewandte Verfahren an.

4 .4 2 _
a) lim (z+§] _ 3 4| b lim S T30 o) lim] -—>=12_ 15 A ren
x> x) i =0 2x-cos(2x) =i 5_.J4x+9

89) Berechnen Sie von der gegebenen Folge den Grenzwert fiir n — co. Ab welchem Element
ist die Abweichung von diesem Wert kleiner als 0,001?

Grenzwerte

5x + 3
4 4+ 2x

a, =01

Funktionseigenschaften

90) Uberpriifen Sie ob die Funktion fiir alle reellen Zahlen stetig und differenzierbar ist.

X
;x>3
fy=1 372

—Zx+9;x<3
3

91) Wie miissen die beiden Parameter a; b € N gewéhlt werden, damit die Funktion sowohl
stetig als auch differenzierbar ist?

sin(x); XST

a-x+b;x>rw

f(X)={

92) Priifen Sie das Symmetrieverhalten der folgenden Funktionen.

sin(x) _ (4)c)72 +(G5x—x")

a) f(x)= % —((x=3)- (x+3)* +cos(x) b) h(x) =
X cos(x)



Asymptoten

93) Bestimmen Sie das Verhalten der Funktionen an den Grenzen des Definitionsbereichs,
interpretieren Sie Ihre Ergebnisse, berechnen Sie die Schnittpunkte mit den Achsen und
fertigen eine grobe Skizze an.

—5x° +5x” +40x—60 X +7x% 36 15— 8x +x°

b ST TR o) =
2% +10x> —4x—48 ) 80 X +x-30 ) 7 2x% —2x% —64x+120

a) f(x)=

Ableitungen

94) Bestimmen Sie die erste Ableitung der folgenden Funktionen.

4x3 =5 1 s 3sin(x)
=3¢ . =5 2>y
27 b) g(x)=3e 3 c)f(x)=x Iy

95) Berechnen Sie die Achsenschnittpunkte und geben den Definitionsbereich an.

a) h(x)=

21-3x7

f@=9-="=

Anwendung der Differentialrechnung

96) Fiir eine Bewdsserungsanlage soll ein Kanal mit trapezformingen Querschnitt aus drei
gleich groBen Betonfertigplatten (Lidnge 16m) gebaut werden. Wie sind die Platten
anzuordnen, dass moglichst viel Wasser transportiert werden kann.

97) Der Graph einer punktsymmetrische, ganzrationalen Funktion vom Grad 5 bertiihrt die x-

Achse im Ursprung und hat in W = (1 / 12—5) einen Wendepunkt.

Integrale

98) Berechnen Sie die folgenden Integrale und klassifizieren es.

(4-3x)* 1

a) 9-IV3 5x—2dx b) j(3x~e1‘x)dx c) ]:( 0 ]dx=1 d) T(x3 -3x? —4x+12)dx

99) Bestimmen Sie die Fliche zwischen den gegebenen Funktionen.

a) f(x)=x"—x>—8x+12Ax— Achse b) f(x)=2x+10A g(x) =—8x—x>—11
100) Geben Sie die zugehorige Stammfunktion der gegebenen Funktionen an.

a) h(x)=(3x" —5x)°-(18x—15)  b) g(x)=2- sin(§x+7r) ¢) f(x)=4cos(—2x)-sinRx+3)



