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Wiederholung

Diese Fragen sollten Sie ohne Skript beantworten kdnnen:

Zu welchen Zahlenmengen gehort jeder Bruch?

Warum benotigt man die imaginare Achse?

Warum ist das kartesische Produkt nicht kommutativ?

Wie macht man eine als Relation definierte Funktion umkehrbar?
Wie entsteht der Euklidische Vektorraum?

Welche Gesetze gibt es in der Arithmetik?

Wie Uberprift man eine Klasseneinteilung einer Menge A?

LN X N X X X X

Was versteht man unter einer Potenzmenge?



KOMPLEXE ZAHLEN I

Jacques Hadamard (1865-1963)

Die kiirzeste Verbindung zwischen zwei Aussagen iiber reelle Zahlen fiihrt iiber komplexe Zahlen.

Z/=a+b<izﬁ Imaginarteil b { ------------- ’

Realteil Imaginarteil

v

Realteil a
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KOMPLEXE ZAHLEN I

N
(a/b)=(r/a)
L r a = Ankathete
Imaginarteil b
& > b = Gegenkathete
! r = Hypotenuse
Realteil a

a>0Ab>0=>x=0rx
0Ab<O =2

Betrag:r:\/m Argument: Ol=arctan£+x—< a>UNb<U=x=2m
a a<0Ab>0=>x=n7x

a<0Ab<O0=>x=nxm

N —
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KOMPLEXE ZAHLEN Il

Entscheidungsbaum fiir das Argument von z =a + b - i

a<0?
Ja/\\?ein
bx0? b<0?
JaNein Ja’/\\Tein
X=T X=T X =271 x=0

Anmerkung:

Wenn die komplexe Zahl direkt auf einer Achse liegt, also eine der Koordinaten
null ist, miissen Sie fiir das Argument immer ein Vielfaches von 90° nutzen.

Vorkurs - Mathematik Torsten Schreiber 45



KOMPLEXE ZAHLEN Il

Potenzen des Imaginirteils i5%7:
jot4n — ;0 j4n _ 1_(i4)n= 1-1" = = EXPmod4 =0
l'1+4--n=il_i4-n=i_(i4)n=i_1n=i = EXPmod4 =1
2
P =2t = (V-1) ("= (-1)-1"=-1-1 = EXPmod4 =2
2
Bran =3 = (V1) (D = () - 1t = = EXPmod4 = 3
Beispiel:
B+20)+(7-5)=@B+7)+2-5)i=10-3i

B+2)-(7-50)=B-7+(3-(=5))+ 2i-7)+(2i-(=5i)) =21 —15i + 14i — 10i> = 31—

2i3- (34 20)%2=—-2i-(9+12i + 4i?) = —=2i- (5 + 12i) = 24 — 10i
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KOMPLEXE ZAHLEN IV

Darstellung einer komplexen Zahl:

v'Kartesische Darstellung: z=a+b-i
v'Trigonometrische Darstellung: z=r-(cos(a)+i-sin(a))
v'Exponentielle Darstellung: z=r1-e\'%

Beispiel: z=3-4-i
r=432+42=V25=5

4
a = arctan (—5) + 360 = 307°

z=>5-(cos(307) +i-sin(307))

7 =075.gl307
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KOMPLEXE ZAHLEN V

Die konjugiert komplexe Zahl:

Um den Imaginarteil einer komplexen Zahl zu beseitigen, wird mittels des 3. Binoms
der Ausdruck erweitert (konjugiert komplexen Zahl).

z=a+bi=>zZ=a—bi

z-z=(a+bi)-(a—bi) =a®—(bi)? =a? —b?i%? = qa? — (=b?) = a? + b?

Betrag: z=2-5i=>2z=2+5i

r=+z z=+(2=50) (Q2+5i) =+22+52 =429

Division: 9—2i 3—i 27-—6i—9i+2i® 25-15i
34+i 3—i 32 — 2 - 10

_2 3 o5 15
—2 gtT e T
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AUFGABEN

Berechnen Sie die folgenden Terme und geben Sie die Losung mittels kartesischer
Form an. Bestimmen Sie zusatzlich den Betrag und das Argument.

1) (1-203-[3-=10)-Qi+6)-i]

5 3+2i+—12—3i
) 4—1i 21— 3

3) (2+4+30)?%-2(1-20)%-i13
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KOMPLEXE ZAHLEN VI

Die Potenz einer komplexe Zahl:

Kartesische Form: (a + bi)™ = (a + bi) - (a + bi) - -+ - (a + bi)
Berechnung via Binom oder Pascal‘sche Dreieck

Trigonometrische Form: |r - (cos(a) + i - Sin(a))]n

Berechnung mittels der Formel von de Moivre

rit. (cos(n ~a)+i-sin(n- a))

Exponentielle Form: [r - ei'“]n
Berechnung mittels der Potenzgesetze

L (ei-a)" — . en-(i-a)
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KOMPLEXE ZAHLEN Vi

Beispiel: z3 = (3 —4i)3, r = /32 + (—4)2 =5, a = arc tan (— g) + 21 ~ 307°

Kartesische Form: (3 —4i)3 = (3—4i)?-(3—4i)
(=7 — 240) - (3 — 4i)
—21 4+ 28i — 72i + 96i%? = —117 — 44i

Trigonometrische Form:  [5-(cos(307°) + i - sin(307°))]3
53 - (cos(3-307°) +i - sin(3 - 307°))
125 - (cos(201°) + i - sin(201))

Exponentielle Form: [5- ei.307o]3

53 . (ei-307°)3 — 125 . 3:(307°0) _ {25, p921-
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KOMPLEXE ZAHLEN Vil

Die Wurzel einer komplexe Zahil:

Wahrend es beim Potenzieren einer komplexen Zahl nur eine Losung gibt,
entstehen beim Ziehen der n-ten Wurzel stets n-1 Losungen.

Moivre‘sche Formel: Nz =r- [cos (a+121k'”) +i-sin (a+121k'”)]

k=012..(n—1)
Sobald k = n gilt wiederholen sich die Losungen

Beispiel: zt=—-1=z=YV-1mitr=1unda=r1m
—0- 7 = Y1.1 ™ ai.cin(T
k=0:z,= 31 _cos(4)+t sm(4)]

k=1:2z, = V1- _cos(

)+l sin

+4 +4

5
k=2:27,= ‘{/T-:cos( ” )+L sm( 2 )
( (

+6)
4

=)
)
=)
)

+6
4

=)
)
=)
|

k=3:z3=‘§/T-_cos )+lSlTl
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KOMPLEXE ZAHLEN IX

Die Wurzel einer komplexe Zahil:

Wahrend es beim Potenzieren einer komplexen Zahl nur eine Losung gibt,
entstehen beim Ziehen der n-ten Wurzel stets n-1 Losungen.

. a+2kT

Polarform: Nz = Vr el (@rzkm) = 1. ol

k=012,..(n—1)
Sobald k = n gilt wiederholen sich die Losungen

Beispiel: zt=—-1=z="-1mitr=1unda=r1m

a1

k=0:z,= Y1-e"
, 3T
k=1: Z1 = W'el‘r
, 5T
k = 2: Zy = W'BI'T

. 7T
k=3:2,=13V1-e"%
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KOMPLEXE ZAHLEN X

Grafische Darstellung der Lésung zu z* = —1:

* Aufgrund des imaginaren Raums, entspricht die Anzahl der Losungen
dem Grad der zu ziehenden Wurzel.
Im

l.ln;

00¢ ! 4 1 Re
0.5
-1.0!

-10-05 00 05 1.0

* Grafisch entsteht bei der Verbindung der Losungspunkte ein Kreis,
wobei der Radius identisch mit dem Betrag der komplexen ist.
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AUFGABEN

Berechnen Sie die folgenden Terme und geben Sie die Losung mittels
exponentieller und trigonometrischer Form an.

Bestimmen Sie zusatzlich den Betrag und das Argument.

4 , DEG | 0° [ 30° [ 45° [ 60° [ 90°
1. (2i—=+3) - (4+0,50)3
RAD (O [ 1 |1 (1 |1
6 |+ |3 |2
2. Z5 = 321 SIN 0 1 | e - - 1
= =v2 | =v3
2
3. Bestimmen Sie die kartesische Form zu cos | 1 |1zl 1[0
. 2 | 2 2
z=16" (COS(150°) +i- Sm(150°))
. TAN|[ 0 |1 =] 1 [3
auf zwei Arten. 3V3 ®

Vorkurs - Mathematik Torsten Schreiber

55



Welche neuen Begriffe habe ich kennen gelernt?

I.H Imaginarteil
. Betrag
kartesische Realteil

Darstellung

trigonometrische
Darstellung

Erweiterung
3. Binom

exponentielle
Darstellung

Eine handvoll S EXP mod 4 =?

von Schreiber
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