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Methodik meiner Veranstaltung

• WarmUp

• n-Sandwich
Theorie

Beispiel

Aufgaben
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Themengebiete des Vorkurses
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1. Mengen

Grundlagen / Gesetze und Junktoren / Zahlenmengen

2. Komplexe Zahlen

Definition und grafische Darstellung / Grundrechenarten

3. einfache Bruchrechnung

Rechengesetze / Methodiken

4. erweiterte Bruchrechnung

leichte Gleichungen / Doppelbruch

5. Rechnen mit Potenzen / Wurzeln

ganz- und gebrochen rationaler Exponent 

6. Exponential- / Logarithmenrechnung

Rechengesetze und graphische Darstellung

7. Gleichung / Ungleichungen mit einer Unbekannten 

Rechnung und Grafik

8. Gleichung / Ungleichungen mit 2 Unbekannten 

Additions-, Einsetzungs- und Gleichsetzungsverfahren; grafische Lösung

9. (Bi)-quadratische Gleichung 

quadratische Ergänzung, p-q-Formel, Satz von Vieta

10. Lineare Gleichungssysteme

Gauß’sche Eliminationsverfahren

11. Trigonometrie am Einheitskreis und im allgemeinen Dreieck

Funktionsgraph und Berechnungen (Additionstheoreme)

12. Vektorrechnung

Euklidischer Vektorraum / Lagerelation von Geraden im R³



Die Klausur

Theorie der schönen Zahlen

Taschenrechner brauchen wir nicht!

Bücher gehören in die Bibliothek – außer das von mir

Alles was ich geschrieben habe, darf ich auch nutzen.
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{ Objekt}

{ Menge } { Element } { }

Reihenfolge spielt keine Rolle

Unterscheidbarkeit der Objekte (redundanzfrei)
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Objekt Beschreibung

1,2

1; 2

1,2

1; 2

1,2,1,2,1

1; 2

1; 2

1; 2

1,2; 1; 2

1,1,1 ; 2,2,2



Objekt Beschreibung
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Objekt Beschreibung

Menge mit einem Objekt

Tupel mit zwei Werten

Element

Menge einer Menge mit 3 Objekten

3-dimensionales Tupel

Menge eines halboffenen Intervalls

2 Elemente

Halboffenes Intervall bzw. leere Menge

Menge mit zwei Elementen und einer Menge

Menge aus zwei 3-dimnensionalen Tupeln
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1) Aufzählung:
Die einzelnen Objekte werden innerhalb der Menge aufgeführt, 
wobei Platzhalter in Form von „...“ dargestellt werden.

2) Einschluss:
Basierend auf einer beliebigen Ausgangsmenge wird ein Gesetz 
definiert, das die enthaltenden Objekte beschreibt.

3) Ausschluss:
Aus einer Grundzahlenmenge werden die Objekte definiert, die 
nicht enthalten sein dürfen.

Beispiel: Mengen der geraden, natürlichen Zahlen

{ };...8;6;4;2)1 =ΝG

{ }02mod|)2 =Ν∈=Ν xxG

{ }02mod|\)3 <>Ν∈Ν∈=Ν xxxG
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4) Vennsches Diagramm:
Es werden die existierenden Mengen mittels Kreise in die Welt 
(Kasten) eingetragen.

Die dadurch entstehenden Untermengen sind:
 Vereinigungsmenge (ODER-Verknüpfung)
 Schnittmenge (UND-Verknüpfung)
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Ω

AB

C



Die Modulo-Funktion entspricht einem Restwertoperator, d.h. bei 
einer ganzzahligen Division wird der Rest als Ergebnis dargestellt.

Beispiel:

RYX =mod

07mod =x

02mod <>x

Zähler Nenner (Divisor) Restwert

x ist teilbar durch 7

12mod5 = , denn 225 =÷ Rest 1

35mod23 = , denn 4523 =÷ Rest 3

Teilbarkeit: Restwert muss 0 ergeben

x ist nicht durch 2 teilbar (ungerade Zahl)
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Lösen Sie die folgenden Übungen, in dem Sie je einmal die Mengen via Aufzählung und einmal 

mittels Eigenschaften definieren.

1) Beschreiben Sie alle nicht durch sieben teilbaren natürlichen Zahlen. 

2) Definieren Sie alle ganze Zahlen größer -10, die durch vier oder durch 5 teilbar sind.
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3) Geben Sie alle positiven ganzen Zahlen kleiner gleich 100 an, die durch drei und 
durch fünf teilbar sind.

4) Nennen Sie alle Zahlen zwischen 4 und 42, die weder durch 2 noch durch 3 teilbar sind.

5) Welche Zahlen größer als 42 sind durch 7 aber nicht durch 3 teilbar.



Welche neuen Begriffe habe ich kennen gelernt?
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Menge
Element

redundanzfrei

Intervall

Schnittmenge

Vereinigungsmenge

Venn‘sches
Diagramm

Modulo

Junktor

Einschluss

Ausschluss

Relation

Tupel
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Wiederholung

Diese Fragen sollten Sie ohne Skript beantworten können:

 Welche Objekte können in einer Menge vorhanden sein?

 Was für Gesetze gelten bzgl. einer Menge?

 Was ist ein Junktor (Beispiel aus der Arithmetik)?

 Was ist ein Tupel?

 Was stellt eine runde Klammer eines Intervalls dar?

 Wie ist die Eigenschaftsdefinition einer Menge aufgebaut?

 Wie beschreibt man die Teilbarkeit von Zahlen?

 Was versteht man unter einer Relation?
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1) Beschreiben Sie alle ganzen Zahlen zwischen -100 und 100, die  durch 3 und durch 5  
teilbaren sind. 

2) Definieren Sie alle natürlichen Zahlen größer gleich 10 ohne die Zahl 42, die 
durch 4 aber nicht durch 6 teilbar sind.
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3) Beschreiben Sie mittels einer Menge alle Tupel von Studenten (x;y) - jeweils 
Personen je Tupel, die im gleichen Jahr Geburtstag haben.

4) Bauen Sie die Beschreibung einer Menge zusammen, die aus einem zweidimensionalen 
Tupel natürlicher Zahlen besteht, wobei die erste Zahl um 2 kleiner als die zweite sein soll 
und geben Sie 4 Beispieltupel an.

Skizzieren Sie den Graphen?



Sofern die Ausgangsmenge ein Teil oder komplett innerhalb einer weiteren Menge 
vorhanden ist, so spricht man von einer Teilmengenbeziehung bzw. von einer Inklusion.

1) Streichen der Mengenklammer bei der Ausgangsmenge

Methodik:

2) Jedes Objekt muss bzgl. Wert und Format in der 2. Menge auftauchen

Eigenschaften:

Die leere Menge ist Teilmenge jeder Menge { } A⊂

reflexiv: Jede Menge ist Teilmenge von sich selbst AA ⊂
transitiv: logische Schlussfolgerungen sind zugelassen CACBBA ⊂⊂∧⊂
antisymmentrie: Beweisprinzip der Extensionalität BAABBA =⇔⊂∧⊂

{ } Alphabeta ⊂

Alphabeta ∈
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Ω

Symmetrie (I): 
Zu jedem Punkt gehört 
ein Spiegelpunkt.

Asymmetrie (I I):
Zu keinem Punkt existiert 
ein Spiegelpunkt.

Antisymmetrie (I I I):
Zu keinem Punkt existiert 
ein Spiegelpunkt aber 
mindestens ein Punkt 
auf der Spiegelachse.

Sind mehrere Symmetrievarianten vorhanden, so kann keinerlei Aussage 
über das Symmetrieverhalten getroffen werden.
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I I

I

II

II

III

III

III



Junktoren entsprechen Verbindungen / Operatoren die beliebige Objekte 
miteinander verknüpfen können (Artithmetik: „+“, „-“, „*“, „:“).

UND : 
Das Objekt der Lösung gehört gleichzeitig zu den Menge A und B. (Durchschnitt)
Beispiel: Primzahl      gerade, natürliche Zahl =

( )BA ∩

∩ { }2

ODER : 
Das Objekt der Lösung gehört zur Menge A oder B oder zu A und B. (Vereinigung)
Beispiel: ungerade Zahl      gerade, natürliche Zahl =

( )BA ∪

∪ Ν

NICHT : 
Das Objekt der Lösung gehört zur Menge A aber nicht zu B. (Differenz)
Beispiel: natürliche Zahl     gerade, natürliche Zahl = ungerade Zahl

( )BA \

\
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Gegeben sei die Menge                                  .
Welche der folgenden Aussagen sind wahr bzw. falsch (Begründung)?

{ } { }{ },;;42 yxA =

Axa ∈) { } Ayxb ⊂;) { } Ad ∈42){ } Ac ⊂42) Ae ∈42)

Af ⊂42) { } Ah ⊂){ } Ag ∈) { }{ } Ai ⊂) { } Aj ⊂4)

1)

2)

3)
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Welche neuen Begriffe habe ich kennen gelernt?
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Inklusion

reflexiv

transitiv

Antisymmetrie

Symmetrie

Asymmetrie

∩

∕

∪

Operator
⊂, ⊆

∈, ∉

Primzahl
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Wiederholung

Diese Fragen sollten Sie ohne Skript beantworten können:

 Wie können Sie effektiv eine Zahl mit 32 multipizieren?

 Was wird bei der Inklusion gesucht?

 Wann ist ein Ausdruck transitiv, wann reflexiv?

 Welche Symmetriearten kennen Sie?

 Wie beweisen Sie, dass zwei Mengen identisch sind?

 Welche Objekte werden durch die ODER-Verbindung gesucht?

 Warum ist die UND-Verbindung für die Negation wichtig?

 Wie schließen Sie eine Zahl aus einer Menge aus?
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1)

2)
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→N Natürliche Zahlen { }...3;2;1

→Z Ganze Zahlen { }...2;1;0;1;2... −−

→Q Rationale Zahlen { }0\; ZbZa
b

a ∈∧∈

Endliche Nachkommastellen, Periode

→R Reelle Zahlen { };...2;;eπ
Unendliche Nachkommastellen

→C Komplexe Zahlen 1−=∧⋅+= iibaz
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Das kartesische Produkt wird mittels Kreuzprodukt aus beliebigen Mengen gebildet, 
wobei jedes Objekt der linken Menge mit jedem weitern Objekt übrigen Mengen 
kombiniert wird.

Als Ergebnis entsteht ein n-dimensionales Tupel                                        .  ( )nxxxxX ,...,,, 321=

Die entstehende geordnete Punktmenge ist nicht kommutativ.  

Der Euklidische Vektorraum lässt sich als kartesische Produkt somit wie folgt 

darstellen: ℝ � ℝ � ℝ � ℝ � ��, ��, �

Beispiel: { }cbaA ;;= { };2;1=B

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ){ };2,;1,;2,;1,;2,;1, ccbbaaAxB =

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ){ };,2;,2;,2;,1;,1;,1 cbacbaBxA =
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Kommutativgesetz: ABBA ∩=∩ ABBA ∪=∪

Assoziativgesetz: ( ) ( ) CBACBA ∩∩=∩∩ ( ) ( ) CBACBA ∪∪=∪∪

Distributivgesetz: ( ) ( ) ( )CABACBA ∩∪∩=∪∩ ( ) ( ) ( )CABACBA ∪∩∪=∩∪

De Morgan: BABA ∪=∩ BABA ∩=∪

Komplement: Ω=∪ AA{ }=∩ AA

Absorption: ( ) ABAA =∪∩ ( ) ABAA =∩∪

Zusammenhänge zwischen { } Ω;;A

:∩ AAA =∩ { } { }=∩AAA =Ω∩

:∪ AAA =∪ { } AA =∪Ω=Ω∪A

Neutrales Objekt: AA =Ω∩ { } AA =∪
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Beweisen Sie die folgenden Ausdrücke unter Benennung aller angewandten Gesetze 

1) Das Absorptionsgesetz ( ) ABAA =∪∩

2) Veranschaulichen Sie das De Morgangesetz in einem 
Vennschen Diagramm

BABA ∪=∩

3) Vereinfachen Sie die Robbinsgleichung: BABA ∪∪∪
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Man spricht von einer Klasseneinteilung, sofern sicher gestellt werden kann, dass 
jedem Objekt aus der definierten Welt einer Klasse (Untermenge) zugeordnet 
werden kann.

UND-Verknüpfung:
Die UND-Verbindung zwischen jeder Klasse muss jeweils die leer Menge als Lösung 
haben. Man spricht dann von disjunkten Mengen.

ODER-Verknüpfung:
Die ODER-Verbindung zwischen allen Klassen muss zu einer Menge führen, 
die alle Objekte der definierten Ausgangsmenge enthält.

Beispiel: Alphabet

UND-Verknüpfung:

ODER-Verknüpfung:

{ }=∩VokalKonsonat

AlphabetVokalKonsonat =∪
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Eine Potenzmenge ist eine Ansammlung von allen möglichen Teilmenge basierend 
auf einer beliebigen Menge A.

Da jedes Objekt der Ausgangsmenge zwei Möglichkeiten besitzt, nämlich zu der 
Teilmenge zu gehören oder nicht, besteht jede Potenzmenge aus      Untermengen.n2

Die Teilmengen existieren von der Länge Null (leere Menge) bis zu der Länge n
(Anzahl der Objekte in der Ausgangsmenge).

Beispiel: { }dcbaA ;;;=

( )

{ }
{ } { } { } { }
{ } { } { } { } { } { }
{ } { } { } { }
{ } 


























=

dcba

dcbdcadbacba

dcdbcbdacaba

dcba

AP

;;;

;;;;;;;;;;;;

;;;;;;;;;;;;

;;;;

;

1622 4 ==n Untermengen
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Welche der folgenden Aussagen über eine Potenzmenge          und einer Menge A
sind wahr bzw. falsch (Begründung)?

( )AP

( )APAa ∈) ( )APAb ⊂) { } ( )APc ∈) { } ( )APd ⊂)

{ } ( )APAe ∈) { }{ } ( )APh ∈){ }{ } ( )APg ⊂){ } ( )APAf ⊂)

1)

2) Bilden Sie die Potenzmenge basierend auf der Menge                               . { }π;;∞∇=A
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Welche neuen Begriffe habe ich kennen gelernt?

Vorkurs - WS 2019/20 40Torsten Schreiber

Potenzmenge
Kartesisches

Produkt 

Klassen

disjunkt

ℕ, ℤ, ℚ, ℝ, ℂ Euklidischer
Vektorraum

assoziativ

kommutativ

distributiv
De Morgan

Absorption

idempotent

neutral

invers

imaginär
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Wiederholung

Diese Fragen sollten Sie ohne Skript beantworten können:

 Zu welchen Zahlenmengen gehört jeder Bruch?

 Warum benötigt man die imaginäre Achse?

 Warum ist das kartesische Produkt nicht kommutativ?

 Wie macht man eine als Relation definierte Funktion umkehrbar?

 Wie entsteht der Euklidische Vektorraum?

 Welche Gesetze gibt es in der Arithmetik?

 Wie überprüft man eine Klasseneinteilung einer Menge A?

 Was versteht man unter einer Potenzmenge?
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1; −=⋅+= iibaz

Realteil Imaginärteil
Realteil a

Imaginärteil b

(a/b)

Jacques Hadamard (1865–1963)

Die kürzeste Verbindung zwischen zwei Aussagen über reelle Zahlen führt über komplexe Zahlen.
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Realteil a

Imaginärteil b α
r

)/()/( αrba =

a = Ankathete

b = Gegenkathete

r = Hypothenuse

x
a

b += arctanα22 bar +=Betrag: Argument:

π000 =>∧> xba

π200 =<∧> xba

π=>∧< xba 00

π=<∧< xba 00
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Entscheidungsbaum für das Argument von � � � � � · �

Anmerkung:

Wenn die komplexe Zahl direkt auf einer Achse liegt, also eine der Koordinaten 

null ist, müssen Sie für das Argument immer ein Vielfaches von 90° nutzen.
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Beispiel:

( ) ( ) ( ) ( ) iiii 31052735723 −=−++=−++
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) iiiiiiiiii −=−+−=−⋅+⋅+−⋅+⋅=−⋅+ 3110141521)5(272)5(3735723 2

( ) iiiiiiii 1024)125(2)4129(2232 223 −=+⋅−=++⋅−=+⋅

( ) iiiiiii
nnnn =⋅=⋅=⋅= ⋅⋅+ 144141

04mod = EXP

14mod = EXP

24mod = EXP

34mod = EXP

( ) 1111 44040 =⋅=⋅=⋅= ⋅⋅+ nnnn
iiii

( ) ( ) ( ) 11111 424242 ⋅−=⋅−=⋅−=⋅= ⋅⋅+ nnnn
iiii

( ) ( ) ( ) iiiiiii
nnnn −=⋅−=⋅⋅−=⋅= ⋅⋅+ 11 424343

Potenzen des Imaginärteils ��� :
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Darstellung einer komplexen Zahl:

Kartesische Darstellung: ibaz ⋅+=

Trigonometrische Darstellung: ( ))sin()cos( αα ⋅+⋅= irz

Exponentielle Darstellung: α⋅⋅= ierz

Beispiel: iz ⋅−= 43

52543
22 ==+=r

°≈+






−= 307360
3

4
arctanα

( ))307sin()307cos(5 ⋅+⋅= iz

3075 ⋅⋅= iez
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Die konjugiert komplexe Zahl:

Um den Imaginärteil einer komplexen Zahl zu beseitigen , wird mittels des 3. Binoms 
der Ausdruck erweitert (konjugiert komplexen Zahl).

( ) ( ) ( ) ( ) 222222222
babaibabiabiabiazz

biazbiaz

+=−−=−=−=−⋅+=⋅

−=+=

Betrag:

( ) ( ) 29525252

5252

22 =+=+⋅−=⋅=

+=−=

iizzr

iziz

Division:
ii

i

i

iii

i

i

i

i
5,15,2

2

3

2

5

10

1525

3

29627

3

3

3

29
22

2

−=−=−=
−

+−−=
−
−⋅

+
−
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Berechnen Sie die folgenden Terme und geben Sie die Lösung mittels kartesischer

Form an. Bestimmen Sie zusätzlich den Betrag und das Argument.

( ) ( ) ( )[ ]iiii ⋅+⋅−⋅− 62321
3

32

312

4

23

−
−−+

−
+

i

i

i

i

( ) ( ) 1322
21232 iii ⋅−⋅+

1)

2)

3)
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Kartesische Form: / � 0� 1 � / � 0� · / � 0� · ⋯ · / � 0�

Berechnung via Binom oder Pascal‘sche Dreieck

Trigonometrische Form: 6 · 789 : � � · 9�; :
1

Berechnung mittels der Formel von de Moivre

61 · 789 ; · : � � · 9�; ; · :

Exponentielle Form: 6 · @A·B 1

Berechnung mittels der Potenzgesetze

⇒ 61 · @A·B 1
� 61 · @1· A·B

Die Potenz einer komplexe Zahl:
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Kartesische Form: 3 E 4�  � 3 E 4� � · 3 E 4�

E7 E 24� · 3 E 4�

E21 � 28� E 72� � 96�� � E117 E 44�

Trigonometrische Form: 5 · 789 307° � � · 9�; 307°


5 · 789 3 · 307° � � · 9�; 3 · 307°

125 · 789 201° � � · 9�; 201

Exponentielle Form: 5 · @A·NO° 

5 · @A·NO° 
� 125 · @· NO°·A � 125 · @P��·A

Beispiel:  Q � 3 E 4� , 6 � 3� � E4 � � 5, : � /67 R/; E
S


� 2T U 307°
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Die Wurzel einer komplexe Zahl:
Während es beim Potenzieren einer komplexen Zahl nur eine Lösung gibt, 
entstehen beim Ziehen der n-ten Wurzel stets n-1 Lösungen. 

Moivre‘sche Formel: QY � 6Y · 789
BZ�[·\

1
� � · 9�;

BZ�[·\

1

] � 0, 1, 2, … ; E 1

Sobald ] � ; gilt wiederholen sich die Lösungen

Beispiel: QS � E1 ⇒ Q � E1
`

mit 6 � 1 und : � T

] � 0:  Qc �  1
`

· 789
\

S
� � · 9�;

\

S

] � 1:  Q� �  1
`

· 789
\Z�\

S
� � · 9�;

\Z�\

S

] � 2:  Q� �  1
`

· 789
\ZS\

S
� � · 9�;

\ZS\

S

] � 3:  Q �  1
`

· 789
\Zd\

S
� � · 9�;

\Zd\

S
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Die Wurzel einer komplexe Zahl:
Während es beim Potenzieren einer komplexen Zahl nur eine Lösung gibt, 
entstehen beim Ziehen der n-ten Wurzel stets n-1 Lösungen. 

Polarform: QY � 6 · @A· BZ�[·\
Y

� 6Y · @
A·

ghij·k

Y

] � 0, 1, 2, … ; E 1

Sobald ] � ; gilt wiederholen sich die Lösungen

Beispiel: QS � E1 ⇒ Q � E1
`

mit 6 � 1 und : � T

] � 0:  Qc �  1
`

· @
A·

k

`

] � 1:  Q� �  1
`

· @
A·

lk

`

] � 2:  Q� �  1
`

· @
A·

mk

`

] � 3:  Q �  1
`

· @
A·

nk

`
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Grafische Darstellung der Lösung zu �o � Ep:

• Aufgrund des imaginären Raums, entspricht die Anzahl der Lösungen 
dem Grad der zu ziehenden Wurzel.

• Grafisch entsteht bei der Verbindung der Lösungspunkte ein Kreis, 
wobei der Radius identisch mit dem Betrag der komplexen ist.
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Berechnen Sie die folgenden Terme und geben Sie die Lösung mittels 
exponentieller und trigonometrischer Form an. 

Bestimmen Sie zusätzlich den Betrag und das Argument.

1. 2� E 3
S

· 4 � 0,5� 

2. Qr � 32�

3. Bestimmen Sie die kartesische Form zu

Q � 16 · 789 150° � � · 9�; 150°

auf zwei Arten.
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Welche neuen Begriffe habe ich kennen gelernt?
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Argument

Betrag

arcus

Realteil

Imaginärteil

kartesische 
Darstellung

trigonometrische
Darstellung

exponentielle
Darstellung

stu v8w 4 �?

Erweiterung
3. Binom

Eine handvoll S 
von Schreiber
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Diese Fragen sollten Sie auch ohne Skript beantworten können:

 Wofür benötigt man eine imaginäre Achse?

 Wie wird eine komplexe Zahl definiert?

 Was versteht man unter dem Betrag / Argument?

 Worauf muss bei der Berechnung des Winkels geachtet werden?

 Was hat die Modulo-Operation mit den komplexen Zahlen zu tun?

 Welche Winkel haben komplexe Zahlen auf den Achsen?

 Welche Darstellungsformen hat eine komplexe Zahl?

 Auf welche Arten werden komplexe Zahlen dividiert? 
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Berechnen Sie die folgenden Terme und geben Sie die Lösung als Q � / � 0� an.

1y 2� E 5 · 3� � 4 E 2 · � E 4

2y 4 · � E 3 · 3 � 1 E � E 2 · 5 � �

3y 4�z  · 4� E 2��� · � � 2� · 4� � 1

4y 15��� E 3� · 2�O � 2�z � 6� · 2� E 5��r � 3�d

       5y

6y E5�� � 4��O  E 4��P � �Sd S
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10

193

21

43

1

23 +−
−
+−

−
− i

i

i

i

i



Berechnen Sie die folgenden Terme und geben Sie die Lösung als Q � / � 0� an.
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)31(

)34(

)13(

)93(5 2

2 i

i

i

ii
z

−
−−

+
+⋅= ( ) 912462 +=⋅−− iziz2015:

8 · Q � 2 � � S E 3 E 4� · 3 � 4�2014:

2013: ( ) ( )izizz 433322 23 +⋅+−⋅= Q �
7

20
� · 3 E 2� S E 1



Aussage:
Eine Aussage ist ein Satz der eindeutig als wahr oder falsch klassifiziert werden kann.

W

F

Sprache

Aussage

Wahrheitsbelegungsfunktion

Aussageform:
Eine Aussageform A(x) ist ein Satz der mindestens von einem flexiblen Zustand bzw. 
einer Variablen abhängig ist und dadurch zu einer Aussage wird.

Wahrheitsbelegungsfunktion:
Es handelt sich um eine einstellige Funktion, die einer beliebigen Aussage den Wert 
„wahr“ oder „falsch“ zuordnet.

Beispiel:
Wahre Aussage: 
Falsche Aussage:
Aussageform:

42240 =+
ℜ∈− 42

042 =+x
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Negation: ¬
FW =¬ )(

WF =¬ )(

Konjunktion: ∧
W F

W W F

F F F

∧

Disjunktion: ∨
W F

W W W

F W F

∨

Subjunktion: →
W F

W W F

F W W

→

Bijunktion: ↔
W F

W W F

F F W

↔

einstellig

zweistellig

P
R
I
O
R
I
T
Ä
T

=
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Kommutativgesetz: abba ∧=∧ abba ∨=∨

Assoziativgesetz: ( ) ( ) cbacba ∧∧=∧∧ ( ) ( ) cbacba ∨∨=∨∨

Distributivgesetz: ( ) ( ) ( )cabacba ∧∨∧=∨∧

De Morgan: ( ) baba ¬∨¬=∧¬

Absorption: ( ) abaa =∨∧ ( ) abaa =∧∨

( ) ( ) ( )cabacba ∨∧∨=∧∨

Idempotenz: aaa =∧ aaa =∨

Neutralität: aWa =∧ aFa =∨

Übergewicht: FFa =∧ WWa =∨

( ) baba ¬∧¬=∨¬
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Tertium non datur: Waa =¬∨

Widerspruch:

Doppelte Negation: ( ) aa =¬¬

Subjunktion: ( )baba ∨¬=→

Bijunktion: ( ) ( )( )abbaba →∧→=↔

Kontraposition:

Faa =¬∧

( ) ( )( )bababa ¬∧¬∨∧=↔

( )abba ¬→¬=→
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Präfix (lat. prae „vor“ und fix „fest“):
Ist in der deutschen Sprache eine sogenannte Vorsilbe und beschreibt in 
der Mathematik ein Objekt, dass sich vor einem Term o.ä. befindet.

Ein Präfix vor einer Einheit gibt z.B. Auskunft darüber mit welcher 

Zehnerpotenz zu multiplizieren ist (1 {| � 1 {�}/|~R@ � 1 · 10P |~R@y

Postfix (lat. post „nach“ und fix „fest“):
Ein Postfix steht also stets hinter einem Term oder Ausdruck.
So ist z.B. das Gleichheitszeichen ein Postfix dar (73 E x � 42y

Infix (lat. in „hinein“ und fix „fest“):
Ein Infix steht also innerhalb eines Ausdruck.
Dadurch existieren die Operatoren der Arithmetik in der Infix-Notation (73 E 42y
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In einer Wahrheitstabelle werden alle möglichen Szenarien einer Schaltung 
abgebildet und durchgespielt.

Die positiven Ergebnisse werden als Erfüllungsmenge der Aussage E[A] bezeichnet.

Mit n Eingängen können      verschiedene Eingabemuster erzeugt werden, wobei in 
den jeweiligen Zeilen stets                       mal wechselnd WAHR bzw. FALSCH steht.
Die folgenden Zeilen werden analog oder durch Halbierung der Muster gebildet.  

n2
erZeilennummn−2

Beispiel: 3 Eingabevariablen = 8 verschiedene Eingabemuster

a W W W W F F F F

b W W F F W W F F

c W F W F W F W F

...

...

E[A]   

Vorkurs - WS 2019/20 66Torsten Schreiber



Wahrheitstabelle: ( ) ( )[ ] ccbba →∨¬↔∧

Schaltung:
∧

∨

a
b

c

↔ →

ba∧
b¬
cb∨¬

( ) ( )cbba ∨¬↔∧

( ) ( )[ ] ccbba →∨¬↔∧

a W W W W F F F F

b W W F F W W F F

c W F W F W F W F

W W F F F F F F

F F W W F F W W

W F W W W F W W

W F F F F W F F

W W W W W F W W

[ ] ( ){ }FWFBoolAE \3=
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( ) prprqprqpA ¬→∨¬∧∨→= )()(:),,(

)())((:),,( qrprqprqpA ∧→∨∨↔¬=

Bestimmen Sie die Erfüllungsmenge der folgenden Aussagenverbindung. 

a)

b)
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Andreas, Benedikt, Carolin und Dora sind auf eine Party eingeladen:

 Wenn Andreas geht, dann geht auch Benedikt.
 Carolin und Dora gehen nicht beide.
 Von Andreas und Dora gehen mindestens einer.
 Wenn Benedikt oder Dora geht, dann geht auch Carolin.

Wer geht auf die Party?

1)

2)



Geben Sie zu den folgenden Schaltungen die Erfüllungsmenge an.

↔

→

a
b

c

∧

→

∨d

↔

∨

→

a
b

c

∧ ↔

a)

b)
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3)



Welche neuen Begriffe habe ich kennen gelernt?
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Aussage

Aussageform

Wahrheitsbelegungsfunktion

Boolean

Wahrheitstabelle

Eingabemuster

s � � |���1

Konjunktion
Disjunktion

Subjunktion Bijunktion

präfix, infix, postfix

Tertium non datur
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Wiederholung

Diese Fragen sollten Sie ohne Skript beantworten können:

 Worin liegt der Unterschied zwischen Aussage und Aussageform?

 Was versteht man unter Sujunktion (Äquivalenzformel)?

 Was untersucht man bei der Bijunktion?

 Welche Operatoren stammen direkt aus der Mengenlehre?

 Wie erzeugt man alle möglichen Eingangsmuster einer Schaltung?

 Was untersucht man mit einer Wahrheitstabelle?

 Was beschreibt die Erfüllungsmenge einer Aussage?

 Wann benutzt man den Ausdruck Bool?
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Geben Sie die Erfüllungsmenge an und ggf. die Aussage bzw. die Schaltung.

∧

→

a
b

c

∨

↔

1)

2)
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∧

� / ↔ 0 ∨ 7 ↔ 7 ∧ �/ → 0

3) � → �~ ∧ Q ↔ Q ∨ �� → ~



Je nach Art der Erfüllungsmenge kann der Ausdruck/ die Schaltung klassifiziert werden.

Tautologie (allgemeingültig):
Die Erfüllungsmenge der Aussage ist            , d.h. die Lampe brennt immer.

Beispiel:

nBool

Kontingenz (erfüllbar):
Die Anzahl der Erfüllungsmuster liegt in                , d.h. die Lampe brennt manchmal.

Beispiel:

( )[ ]1;1 −n

Kontradiktion (ungültig):
Die Erfüllungsmenge der Aussage ist       , d.h. die Lampe brennt nie.

Beispiel: 

{ }

( ) [ ] 2, BoolAEpqpqpA =→∧=

( ) ( ) [ ] ( ) ( ) ( ){ }FFFFFWWWWAEbcabacbaA ;;,, =↔∨¬→∧=

( ) ( ) ( ) [ ] { }=↔→¬∨∧¬∧= AEyxyyxxyxA ,
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Implikation (Folgerung):
Soll ein Ausdruck 2 die Folgerung aus einem Ausdruck 1 sein                    ,wird mittels 
Wahrheitstabelle die Subjunktion geprüft.
Stellt diese Subjunktion eine Tautologie dar, so handelt es sich um eine Implikation.

( )21 AA →

( ) [ ] nBoolAEAAA =→= :21 also 21 AA 

Äquivalenz (Gleichheit):
Soll ein Ausdruck 1 gleichwertig mit einem Ausdruck 2 sein                    ,wird mittels 
Wahrheitstabelle die Bijunktion geprüft.
Stellt diese Bijunktion eine Tautologie dar, so handelt es sich um eine Äquivalenz.

( )21 AA ↔

( ) [ ] nBoolAEAAA =↔= :21 also 21 AA ⇔
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prqrqprqpA ¬→∨¬↔∨→= )()(:),,(

)())((:),,( rqrqprqpA ∧∨∨→¬=

Bestimmen Sie die Erfüllungsmenge der folgenden Aussagenverbindung. 
Geben Sie anschließend an, um welche Formelklasse es sich handelt (Begründung).

1)

2)

zyxzyxyxzyxA →∨↔→¬∨¬∨∧= )()(:),,(3)

Prüfen Sie mittels Wahrheitstabelle, ob die Aussage                                   eine Folgerung 
aus darstellt und begründen Sie Ihr Ergebnis.

zyxzyxT →∧=),,(1

)(),,(2 zyxzyxT →∧=

)(:),,(2 cbacbaA →∧=
Prüfen Sie mittels Wahrheitstabelle, ob die beiden Aussagen                                          
und                                              identisch sind.

cbacbaA →∧=:),,(1
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Welche neuen Begriffe habe ich kennen gelernt?
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Tautologie

Kontradiktion Kontingenz

Implikation

Äquivalenz

Formalisierung

Formelklassen
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Wiederholung

Diese Fragen sollten Sie ohne Skript beantworten können:

 Wie erzeugt man eine Formel aus einer Schaltung?

 Was versteht man unter einer Formelklasse?

 Wann spricht man von einer allgemeingültigen Aussage?

 Wann existiert ein Widerspruch?

 Was bedeutet die Kontingenz?

 Wann hat man eine Folgerung?

 Wozu benötigt man die Äquivalenz?

 Welche Tricks kann man in der Wahrheitstabelle anwenden?
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1. Geben Sie die Erfüllungsmenge folgender Aussage an und begründen Sie 

die zugrundeliegende Formelklasse. )())((),,( qrqprrqpA ∨¬∧→∨=  

 

2. Prüfen Sie ob die beiden Aussagen cbacbaT →∧=),,(1  und 

( ) ( )cbcacbaT →∨→=),,(2  identisch sind. Begründen Sie Ihr Ergebnis. 

 

3. Gegeben sind die beiden Ausdrücke �1��, ~, Qy � �� ∧ ~y ∨ ��̅ ∧ Qy ∨

�~ ∧ Qy  und  �2��, ~, Qy � ��̅ ∧ Qy ∨ �� ∧ ~y  

Ist die Subjunktion von �2 auf �1 allgemeingültig? 
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Die Klammer sprach: „Zuerst komm ich,
Gefolgt vom Punkt und dann der Strich“
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d))))-(bc(a-bd-3-(c-a(b ++++

)3
2

1
)(

2

1
3(16 yxzzyx +−−+−

z))))-(yx(2-zy-(3(2-x −+++

)
2

2()2
2

(42
y

xzzx
y

+−⋅−+−

)4())))(2(5(3( −−++−−+−+− cbacba

))2(3))2(4(21()(2 xyxzyxz −−+−++−−⋅−

1)

3)

2)

4)

6)

5)

)12))(3)24(23((24 bbababaa +−⋅−+−⋅−+−⋅+−7)
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1. Binom: / � 0 � � /� � 2/0 � 0�

2. Binom: / E 0 � � /� E 2/0 � 0�

Methodik:
1. Quadrierung der linken Variablen
2. Das Doppelte von linker mal rechter Variablen
3. Quadrierung der rechter Variablen

Beispiel:

2� E 3~ � � 2� � � 2 · 2� · E3~ � E3~ �

2� E 3~ � � 4�� E 12�~ � 9~�

E4� � 2~� � � 16�d E 16�~� � 4~S
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3. Binom: / � 0 · / E 0 � /� E 0�

Beispiel:

E3� � 2~ · E3� E 2~ � 9�� � 6�~ E 6�~ E 4~�

oder einfacher

E3� � 2~ · E3� E 2~ � 9�� E 4~�

Anwendungsbeispiele:

• Entfernen einer Wurzel aus einer Summe
• Entfernen des Imaginäranteils einer komplexen Zahl

(konjugiert komplexe Zahl)
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2
)

4

1
(8)4)(

2

1
2( yxyxxy +−−+1)

3)

2)

4)

5)

x

x

23

25

+
−

b)²-(2a-2b)-3a)(3a-(2b

machen Sie den Nenner rational

73

152

−
−+

x

xx










−
−

→ 63

82
lim

4 x

x

x
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Elemente in der 7. Zeile:
Ganz links: 1
Nebenan: 7, denn 1 � 6 � 7

Nebenan: 21, denn 6�15 � 21

Nebenan: 35, denn 15 � 20 � 35

Somit ergibt sich für die 7. Zeile die folgende Struktur:
1 E 7 E 21 E 35 E 35 E 21 E 7 E 1
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Methode des Pascall’schen Dreiecks:

1. Koeffizienten:
Sie gehen an die richtige Zeile des Pascall’schen Dreiecks und schreiben die Koeffizienten mit 
einem »+« versehen ab.

2. Linke Variable:
Jetzt nehmen Sie den linken Teil der Summe und notieren diesen in Klammern hinter die 
Koeffizienten des ersten Schritts. Anschließend schreiben Sie von links anfangend den 
höchsten Exponenten minus eins bis zum Exponenten Null über die linke Variable.

3. Rechte Variable:
Nun benutzen Sie den rechten Teil der Summe. Diesen Ausdruck schreiben Sie ebenfalls in 
Klammern hinter den Term aus Schritt zwei. Weil es ja die rechte Variable ist, fangen Sie jetzt 
auf der rechten Seite mit dem höchsten Exponenten an und enden auf der linken Seite mit 
der Null.
Schon sind Sie fertig und können den entstandenen Ausdruck berechnen und 
zusammenfassen.
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23
)

6

1
()

3

1
2( xx +++

34
)4()

4

1
2( xx −−−

1)

3)

2)

4)

5)

4

34

2

16

1615,0
2

x

x

x
x

−−






 −

5)2( iz +=

4)5,02( −= iz



Welche neuen Begriffe habe ich kennen gelernt?
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Kommutativ

Assoziativ

Distributiv

neutral
invers

1. – 3. Binom
Pascal‘sche

Dreieck

Störprinzip
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Wiederholung

Diese Fragen sollten Sie ohne Skript beantworten können:

 Wo liegt der Unterschied zwischen dem 1. und 2. Binom?

 Wie nutzt man das 1./2. Binom zum Kopfrechnen?

 Für was kann man das 3. Binom nutzen?

 Was bedeutet das Störprinzip in der Arithmetik?

 Was bewirkt ein Parameter in einer Funktionenschar?

 Was ist eine Tautologie in der Arithmetik?

 Wie hängt der Koeffizient mit der Variablen zusammen?

 Was ist die Nullform einer Gleichung?
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2)3
2

(4)2
3

1
)(

3

1
2(3 yx

y
yxxy +⋅−−+⋅1)

3)

2)

4)

5)

x

x

31

23

+
+

2b)²-(a-ba)ab)(3b-(3b +

machen Sie den Nenner rational

432
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−
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x
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−→ x

x
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62
lim

3
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→ 8422
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lim

2
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x

2� E 0,1~ �

/� � 3~ �

2� E 0,5�~ 0,5�~ � 2�

a)

b)

c)

27w E
3

7
w

�

�

4
� 2�~

�

1

3
� E 0,1~ 0,1~ �

1

3
�

d)

e)

f)

2� E 1 S

0,4� � 8 r

1

4
� E 0,2� 0,2� �

1

4
�

g)

h)

i)



( ){ }ZqaqbZZ ∈⋅=×∈= ;|ba,

Eine ganze Zahl a ist dann durch eine ganze Zahl b teilbar, wenn das Ergebnis q der 
Division ebenfalls eine ganzen Zahlen ist, so dass man die Teilbarkeitsrelation wie 
folgt definieren kann:

In der Mathematik nutzt man anstelle von /, 0 ∈ | primär die Infix-Notation /|0

(gesprochen: a teilt b).

Daraus ergeben sich die folgenden Regeln / Zusammenhänge:

• Transitivität: / 0 ∧ 0 7 → /|7

• Kürzbarkeit: 7 · /|7 · 0 → /|0; 7 ∈ ℤ\ 0

• Produktregel: / 0 ∧ 7 w → / · 7|0 · w 

• Linearität: / 0�  ∧ / 0� → /|v · 0� � ; · 0�; v, ; ∈ ℤ
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Bei einer ganzzahligen Division mit Rest werden zwei Zahlen a, b ∈ ℤ mit a � 0

betrachtet. Bei der Division entstehen immer zwei eindeutige Zahlen p, q ∈ ℤ, so 
dass die größere Zahl b stets  als Produkt + Rest beschrieben werden kann.

0 � � · / � 6    v�R   0 � � � /

Als ganzzahlige Division von b und a erhält man demzufolge q und es gilt: 
�

��
� �

Diese Definition des Rests haben wir bereits auf Seite 7 mit der Modulo-Operation 
kennen gelernt. Bei der Modulo-Operation erhalten wir nur den Rest der Division.

Beispiel: / � 8; 0 � 115

115 � 112 � 3 � 14 · 8 � 3 ⇒ � � 14, 6 � 3

Es gilt demzufolge: 
��r

��
� 14 und 115 v8w 8 � 3
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ggT: größter gemeinsamer Teiler:

Beim größten gemeinsamen Teiler sucht man die größtmögliche natürliche Zahl,  
die zwei oder mehr Zahlen ganzzahlig teilt.

Es gibt /, 0, w ∈ ℤ für die gilt w|/ und w|0, wodurch d ein gemeinsamer Teiler 
von a und b sein muss.
Wenn jetzt für jeden anderen gemeinsamen Teiler c von a und b gilt, dass c|w, 
dann ist d auch der größte gemeinsame Teiler von a und b: 

w � }}��/, 0y

Haben zwei Zahlen als größten gemeinsamen Teiler nur die eins, so dass 
}}� /, 0 � 1 gilt, so sind die Zahlen teilerfremd.
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kgV: kleinstes gemeinsames Vielfaches:

Das kleinste gemeinsame Vielfache ist das Pendant zum zuvor definierten ggT.

Es wird hier eine möglichst kleine natürliche Zahl gesucht, die das Vielfache 
zweier Zahlen darstellt.

Es gibt /, 0, w ∈ ℤ für die gilt /|w und 0|w, wodurch d ein gemeinsames 
Vielfaches von a und b sein muss.
Wenn jetzt für jedes andere gemeinsame Vielfache c von a und b gilt, dass w|7, 
dann ist d auch das kleinste gemeinsame Vielfache von a und b: 

w � ]}��/, 0y

Für die Berechnungen des ggT(a,b) und auch kgV(a,b) nutzt man u.a. das 
Verfahren der Primfaktorzerlegung.

Vorkurs - WS 2019/20 100Torsten Schreiber



Primzahl:

Eine natürliche Zahl � � 1 ist eine Primzahl, wenn sie nur durch 1 und sich 
selbst teilbar ist: u � 2; 3; 5; 7; 11; 13; 17; …

Primfaktorzerlegung:

Eine natürliche Zahl � � 1 kann als Produkt von Primzahlen dargestellt werden. 
Sortiert man diese Primfaktoren, so erhält man die kanonische Darstellung.

� � �� · �� · � · ⋯ · �1

Für die Zerlegung faktorisiert man die Ausgangszahl und startet bei der 
kleinsten Primzahl und fass anschließend gleiche Faktoren zusammen.

504 � 2 · 252 � 2 · 2 · 126 � 2 · 2 · 2 · 63 � 2 · 63

63 � 3 · 21 � 3 · 3 · 7 � 3� · 7

⇒ 504 � 2 · 3� · 7
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Anwendung auf ggT(a,b) und kgV(a,b):

Im ersten Schritt zerlegt man die zu betrachtenden Zahlen in deren Primfaktoren.

160 � 2 · 2 · 2 · 2 · 2 · 5 � 2r · 5

144 � 2 · 2 · 2 · 2 · 3 · 3 � 2S · 3�

ggT - Bestimmung:

Zur Berechnung des ggT fasst man die gleichen Primfaktoren als Produkt zusammen:

⇒ }}� 160,144 � 2 · 2 · 2 · 2 �16

kgV - Bestimmung:

Zur Berechnung des kgV nimmt man die am häufigsten vorkommenden Primfaktoren 
und setzt diese zu einem Produkt zusammen:

⇒ ]}� 160,144 � 2r · 3� · 5� � 32 · 9 · 5 � 1.440
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1. Zerlegen Sie die gegebenen Zahlen im ersten Schritt in deren Primfaktoren und 
bestimmen anschließend den größten gemeinsamen Teiler ggT sowie das 
kleinste gemeinsame Vielfache kgV.

a)

b)

c)

3.780b 3.528a =∧=

940.2080.1b 1.008a =∧=∧= c

800.494.2b 776.160a =∧=
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Mit Hilfe des Euklidischen Algorithmus, kann man den ggT(a,b) einfach bestimmen.

Es gilt /, 0 ∈ ℤ mit / � 0

1. Berechnung der ganzzahligen Division mit Rest:  0 � � · / � 6    v�R   0 � � � /

2.1. Ist 6 � 0, dann ersetze 0 ≔ / und / ≔ 6 und Starte wieder bei 1.

2.2. Ist 6 � 0, dann ist / der gesuchte Wert vom ggT(a,b). 

Beispiel: }}� 1.264 , 616

1.264 � 2 · 616 � 32

616 � 19 · 32 � 8

32 � 4 · 8 � 0

⇒ }}� 1.264 , 616 � 8
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1. Wenden Sie bei den folgenden Aufgaben den Euklidischen Algorithmus an und 
bestimmen somit den ggT.

a)

b)

c)

980b 840a =∧=

092.1b 96.096a =∧=

340.2b 975a =∧=
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Welche neuen Begriffe habe ich kennen gelernt?
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Grenzwert
Asymptote

Hyperbel

Faustregel
Grenzwerte

Primfaktorzerlegung

ggT kgV

Nullfolge
Art der 

Annäherung
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Wiederholung

Diese Fragen sollten Sie ohne Skript beantworten können:

 Was wird durch das +/- im Exponenten eines Grenzwerts beschrieben?

 Was versteht man unter einer Asymptote?

 Wann nutzt man das Pascal‘sche Dreieck?

 Warum nennt man es auch Koeffizientenstruktur?

 Wie funktioniert die Primfaktorzerlegung?

 Was ist das kgV und was das ggT?

 Wie definiert man die Teilbarkeit (ohne Modulo)?

 Was macht der Euklidische Algorithmus?
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1)

5)

2)

6)

2 · 2� E 0,5~ r 3� E 2 S E 2 · � � 3 � · 1 E 2� S

� � � 4 E
3

2 E �

Bestimmen Sie den Definitions- sowie den Wertebereich und 
skizzieren Sie den Funktionsgraphen.

� � �
2

6 � 3�
� 3a) b)

Bestimmen Sie das kgV und ggT mittels der Primfaktorzerlegung 
und zusätzlich den ggT mittels Euklid.

360; 108a) b) 1260; 1350

3) 4)� � �
3� � 1

6 � 2�
� � �

2 E 4�

2� E 8
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)32(:)29336148( 2222222 yxyzyxyzzxyyxyzxyyx −++−+−−

1)

2)

3)
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� E 2�� E 5� � 6 � 0

2� E 22� � 8�� E60

�S E � E 7�� � � � 6 � 0

�S � 3� E 13�� E 27� � 36 � 0

2/� E 5/0 � 10/7 � 20� � 127� E 1107 : / E 20 � 37
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KgV: Kleinste gemeinsame Vielfache
Hier versucht man durch Primfaktorenzerlegung eine Zahl zu finden, die durch 
die gegebenen Zahlen teilbar sind.
Dies benötigen Sie um Brüche gleichnamig zu machen.

ggT: größter gemeinsamer Teiler:
Auch hier wird durch die Primzahlen eine Zahl gesucht. Nur diesmal müssen die 
gegebenen Zahlen durch das Produkt daraus teilbar sein.
Diese Methode wenden wir beim Kürzen an.

5

56
�

5

2 · 2 · 2 · 7
�

5 · 3 · 5

2 · 2 · 2 · 3 · 5 · 7
�

75

840

11

60
�

11

2 · 2 · 3 · 5
�

11 · 2 · 7

2 · 2 · 2 · 3 · 5 · 7
�

154

840

660

1848
�

2 · 2 · 3 · 5 · 11

2 · 2 · 2 · 3 · 7 · 11
�

5

2 · 7
�

5

14
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Hauptnenner:
Damit Brüche addiert bzw. subtrahiert werden können, müssen diese im ersten 
Schritt auf den gleichen Nenner (Hauptnenner) gebracht werden, um 
abschließend die Zähler zusammen zu fassen. 

Doppelbruch:
Bei einem Doppelbruch handelt es sich im Grunde genommen um eine Division 
von zwei Bruchtermen. Zur Berechnung werden der Zähler / Nenner im ersten 
Schritt in einen reinen  Bruch umgewandelt und abschließend wird der Zähler 
mit dem Kehrwert des Nenners multipliziert.

2

3
�

3

2
E

5

8
�

2

3
·

8

8
�

3

2
·

12

12
E

5

8
·

3

3
�

16 � 36 E 15

24
�

37

24

4
5

E
2
3

1
9

�
4
6

�

12 E 10
15

2 � 12
18

�

2
15
14
18

�
2

15
·

18

14
�

2 · 2 · 3 · 3

3 · 5 · 2 · 7
�

6

35
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8,375 � 8 � 0,375 � 8 �
375

1000
� 8 �

3

8
� 8

3

8
�

67

8

4,166666666 … � 4,16� � 4,1 � 0,06� �
41

10
�

6

90
�

125

30

Eine rationale, endliche Zahl wird in einen Bruch verwandelt, in dem man den 
Teil hinter dem Komma als separaten Bruch darstellt und diesen dann mit dem 
ganzen Teil der Zahl addiert. 

Handelt es sich um eine periodische Zahl, so wird die Zahl vor der Periode 
getrennt und diese dann in einen Bruch verwandelt und mit dem Rest der Zahl 
addiert. 
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Kürzen Sie die Brüche soweit als möglich und geben Sie das Ergebnis als Dezimalzahl an?

Sz

��zz
b)

��

rS
c)

�dzz

OP�

Wandeln Sie die gegebenen Dezimalzahlen in einen Bruch um und Kürzen diesen wenn möglich.

2,05� b) 8,012 c) 1,625

Bestimmen Sie das Ergebnis der Aufgaben, in dem Sie die Brüche erweitern und zusammenfassen.

2

5
E

5

3
�

7

2
� 2               

1

2
·

4

3
�

4

5
E

2

3
·

3

4
E

1

6
                

5

2
�

2

3
÷ 3 �

7

4

Fassen Sie den Doppelbruch soweit als möglich zusammen.

4
7

E
5
6

9
14

�
5
3

            

2
5

�
4
3

4
5

E
10
13

            

2
9

�
3
4

4
3

E
1
2
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1) Berechnen Sie das Ergebnis mit Hilfe der Binomischen Formeln.

2� E 4~ � · 2~ � � �

48 · 0,5�� E
1

3

�

E 8
1

4
� E 2~ ·

1

4
� � 2~

12 · E
2

3
� 6�

�

· 3 E 4� E 2 5 E 2�

2) Entfernen Sie den Wurzelterm aus dem Nenner.

���

r��· ��r
       

�

· ��Z S��

3) Bestimmen Sie die Lösung der Aufgaben mit Hilfe des Pascall’schenDreiecks

2� E ~ r E
�

�
� E 4

S
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Welche neuen Begriffe habe ich kennen gelernt?
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Polynomdivision Satz von Vieta

L‘Hospital

Linearfaktor stetig

differenzierbar

Dominanzprinzip

� �

�� �
��� �

Nullstelle



Vorkurs - WS 2019/20 119Torsten Schreiber



Wiederholung

Diese Fragen sollten Sie ohne Skript beantworten können:

 Wie funktioniert die Polynomdivision?

 Was ist ein Linearfaktor?

 Wie addieren / subtrahieren Sie Brüche?

 Wie kann man einen gemischten Bruch multiplizieren?

 Wie lösen Sie einen Doppelbruch auf?

 Wie kann man eine Bruchgleichung lösen?

 Wofür nutzt man kgT und ggV?

 Woran erkennt man eine periodische Zahl?
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x

z

yz

x

zy

x

2

3

6

5

3

5

4

3

+

−

7,0
3

4
15

4

9

2

−

+2)

3) 9,0
15

4

6

1
1

12

5

4

3

5

2 −=−+−
xx

4)

( ) ( ) ( )312552 +⋅−=+⋅−⋅ xxxx

xxx 11304 23 =+− ( ) 06354832 24 =+++⋅− xxxx1)
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1)

2)

4)

3)

� E 3�

2 � E 5

~ E 3 � 2�

~ � 2 E 3�

3/ � 4

2 / E 2 � 3 5 E 2/

4� E 3

2 � �

5� � 3

1 E 3�

7� E 5

4� E 3

i
i

i

i

i
z

5

1

2

46

43

5
2 +

−
−−

−
⋅=

2/ E /0 S 1

2
� E 2~

r

4
/0

7
� 0,5

7

0

S



+ -

EXP

:

xa

*

53232 xxxx ==⋅ +

224

2

4

xx
x

x == −

( ) 124343 xxx == ⋅
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Wichtige Zusammenhänge für die Potenzberechnung mit rationalem Exponenten:

Wurzel:
Der Grad einer Wurzel steht immer im Nenner des Exponenten

nn xx

1

=

( ) 3

2

3

1
23 2 xxx ==Beispiel:

Brüche:
Ein negativer Exponent wird durch einen Positionswechsel positiv

n

n

x
x

1=−

Beispiel:
42

2 4
2

22

2

xx

x
=








=








−

Polynom:
Der höchste natürliche Exponent bestimmt den Grad des Polynoms 01 ... xzxax nn ⋅++⋅+ −

1232 345 −⋅+⋅− xxxBeispiel: Polynom vom Grade 5
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Vereinfachen Sie die folgenden Ausdrücke mittels der Potenzgesetze.

4 3 263 xxx ⋅⋅1)

2)

( )
743

532

zyx

zxy

⋅⋅
⋅⋅

−

−

4)

( )

2

3
2

43

2

−

++

−


























⋅
k

k

k

k
k

k k

a

a

a

a

32434

23434

2323

422

)2(

)3(
:

)81(

)8(
−−−

−−

−−

−

wvu

tsr

tsr

wvu

( )
3

25
2

2 44

2 23














⋅

−

−

−
x

x

x x

x x

n
n

n
3)

5) 23

23021

2023

323

)25(

)4(
:

)2(

)5(
−−

−−

−−

−

xy

cba

yx

cab

6)

125
3 =xa) 1024

2
3 5 =





 xb) 25,0

16
3

2
=

x
c)

4 2 9)( −= xxfI) ( ) 2
825)(

−−⋅= xxgII) ( )22 4)( −= xxhIII)

Berechnen Sie folgende Ausdrücke und geben die Lösungsmenge an.

Geben Sie bei folgenden Funktionen den Definitions- und Wertebereich an.
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Welche neuen Begriffe habe ich kennen gelernt?
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Grad einer Wurzel Potenzen

Hierarchie der 
Mathematik

Differenzenquotient

Sekante

Tangente

Achsenabschnitt

~ � v · � � 0

Steigungsdreieck

Doppelbruch
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Wiederholung

Diese Fragen sollten Sie ohne Skript beantworten können:

 Was bedeutet ein negativer Exponent?

 Wie kann man den Grad einer Wurzel noch darstellen?

 Wie werden Potenzen potenziert?

 Was bewirkt eine Null im Exponenten?

 Wann kann man Potenzen  addieren / subtrahieren?

 Wie lösen Sie verschachtelte Wurzelausdrücke?

 Was verstehen Sie unter der Hierarchie der Mathematik?

 Was ist ein Polynom vom Grade n?
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1)

2)

4)

3)

( ) 2
342

2

1
2 







 +−− x
x

xx

( )
2

3
5 223

23 2

4 1
:

11

x
xx

xx

xx






























+⋅−














−⋅

( )
3 6

3 2234 3 5 1
:

y

yyy ⋅⋅

( )
( ) 6

4 332

3

2
5 423

2

1

11

−

−







⋅⋅

⋅





⋅⋅

x

x

x

x
xx

x



Im Bereich der Arithmetik wird durch Bildung der abhängigen Gegenoperation 
stets das neutrale Element erzeugt (Multiplikation: 1 und Addition: 0).

Lineare  Gleichung:
Mittels einfacher Gegenoperationen und den zugehörigen neutralen Elementen  
wird eine Gleichung nach der Unbekannten freigestellt.

90354553453 =+⋅⇔+=+−⋅⇔=−⋅ xxxBeispiel:

3301
3

1
90

3

1
3903 =⇔=+⋅=⋅=+⋅⋅⇔=+⋅ xxxx

5| +

3|:

Potenzgleichung:
Nach Überführung des Terms in einen reinen Potenzausdruck wird der Exponent 
mittels elementarer Umformungen zum neutralen Element 1 umgewandelt.

8644444 132

3

3

2

2

32

3

3

2

3

2

3 2 ±==⇔=⇔=












⇔=⇔=

⋅
xxxxxxBeispiel:
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432)( 24 −−= xxxf xxxf 23)( 3 −=

Achsensymmetrie Punktsymmetrie

Ganzrationales Polynom (Grad 4) Ganzrationales Polynom (Grad 3)
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2

2 3
3)(

x
xxf == −

33

1

22)( xxxf ==

Achsensymmetrie Punktsymmetrie

Hyperbelfunktion Wurzelfunktion
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Definitionsbereich:
Alle Zahlen, die in einem Ausdruck/ Term eingesetzt werden dürfen, werden mittels 
Mengeneigenschaften in Abhängigkeit der zugehörigen Variablen beschrieben.

 Ein Polynom vom Grade n ist stets für alle reellen Zahlen definiert.
 Eine Wurzel darf nun aus positiven Termen inkl. der NULL gezogen werden.
 Bei Brüchen ist darauf zu achten, dass der Nenner nicht NULL wird.

{ }2|;23)( ≤ℜ∈=−⋅= xxDxxfBeispiel: { }3\;
3

)( −ℜ=
+

= D
x

x
xg

Wertebereich:
Die Zahlen, die durch einen Ausdruck/ Term berechnet werden können, ergeben den 
Wertebereich einer Funktion (y-Achse).

 Mit geradem Exponenten können nicht alle reellen Zahlen abgebildet werden.
 Mit ungeradem Exponenten werden alle reellen Zahlen erreicht. 
 Bei Brüchen/ Wurzeln muss auf Ausnahmen geachtet werden (Definitionsbereich).

{ }2|;23)( 24 ≥ℜ∈=+−= yyWxxxfBeispiel: ( ) { }0\;
1

2
)(

3
ℜ=

−
−= W

x
xg
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Vereinfachen Sie die folgenden Ausdrücke mittels der Potenzgesetze.

3 2334 aaaa ⋅⋅⋅1)

2)

( )
2

2 6

52

23
2

2 64

10

:

42 −

−
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−

− 






















n

n

n
n

n
n

n n

n

x

x

x

x

x
3)

64
3

12 6 =




 xa) ( )

81

164
3 =

−
xb)

2

5 4

5 4 5














=

x
xc)

3

2

3
)(

−
=

x
xfI) ( ) 52

1273)(
−

+−⋅= xxxgII)

Berechnen Sie folgende Ausdrücke und geben die Lösungsmenge an.

Geben Sie bei folgenden Funktionen den Definitions- und Wertebereich an.

321

234

323

232

)2(9

)3(8

)3(4

)2(3
−−

−

−

−−

⋅
yx

ba

ba

yx
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Welche neuen Begriffe habe ich kennen gelernt?
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Punktsymmetrie

Achsensymmetrie

Operation

Definitionsbereich

Wertebereich

Gegenoperation

Arten der
Hyperbelfunktionen

Arten der
Wurzelfunktionen
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Wiederholung

Diese Fragen sollten Sie ohne Skript beantworten können:

 Was bedeutet der Begriff Gegenoperation?

 Wie Lösen Sie eine Gleichung mit einem höheren Operator?

 Wann sprechen Sie von einer Funktion?

 Auf welcher Achse wird der Wertebereich abgetragen?

 Was darf hinter einem Logarithmus nie stehen?

 Welche Einschränkungen gibt es in der Mathematik noch?

 Welche Arten der Symmetrie können Funktionen besitzen?

 Was ist eine Hyperbel und welche Varianten gibt es?
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Wiederholung

Diese Vokabeln sollten Sie kennen und erklären können:

TRANSITIV DISJUNKT TAUTOLOGIE

DE MORGAN IMPLIKATION ANTISYMMETRIE

REFLEXIV ZERLEGUNG FUNKTION

DOPPELBRUCH KONTRADIKTION DISTRIBUTIV

BIJUNKTION EXPONENT BINOM
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d)
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b)

c)

xy
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5
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5
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−

−
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−
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⋅⋅

⋅⋅
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Der Logarithmus dient zur Berechnung eines variablen Ausdrucks im Exponenten.

Es gilt:

Logarithmus naturalis:
Der Logarithmus zur Basis e ist der natürliche Logarithmus.

Beispiel:

Logarithmus dualis:
Ein Logarithmus zur Basis 2 nennt man dualis.

Beispiel: 52log)32(
5

2 ==ld

10er-Logarithmus:
Ein Logarithmus ohne Angabe einer Basis ist immer zur Basis 10. xx 10loglog =

a

b
bxba a

x

log

log
log ==⇔=

Beispiel: 410log000.10log
4

10 ==

xx elogln =

737,342log42ln == e

xxld 2log)( =
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+ -

LOG

:

xa

*

6log32log3log2log =⋅=+

4log
2

8
log2log8log ==−

64log4log4log3
3 ==⋅

Vorkurs - WS 2019/20 141Torsten Schreiber



4)log(
2

1
)log()log(3 yxyxyx −−++−⋅1)

Vereinfachen Sie folgende Ausdrücke soweit als möglich.

5
2

23

)(3
log

yx

yx

+⋅
⋅

2)

3)

5)

2

4
ln2ln42ln32ln2

x
xx ++−
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1
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log2ln4 1
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01,0000.10log10241,0
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−
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Welche neuen Begriffe habe ich kennen gelernt?
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10-er
Logarithmus

Logarithmus
naturalis

Logarithmus
dualis

Methode beim
Zusammenfassen

LOG - Gesetze

LOG - Eigenschaften

LOG - Definition

LOG - Schätzwert
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Wiederholung

Diese Fragen sollten Sie ohne Skript beantworten können:

 Wann spricht man von einer Exponentialfunktion?

 Was sagt Ihnen der Wachstumsfaktor?

 Was bedeutet Halbwertszeit?

 Was können Sie durch die Art des Logarithmus erkennen?

 Worin liegt der Unterschied zwischen LOG und LN?

 Wie lautet der Definitionsbereich von Log(x-1)?

 Wie lautet die Umkehrfunktion von LD(x)?

 Aus welchen 3 Schritten besteht das Lösen von Log-Ausdrücken?



1)

Vereinfachen Sie folgende Ausdrücke soweit als möglich.

3)
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Ein Kapital von 2000 EURO wird bei einer vierteljährlichen Verzinsung zu 2% zehn 
Jahre lang auf eine Bank eingezahlt.
a) Wie hoch ist der Kontostand nach den 10 Jahren?
b) Wie hoch wäre der Zinssatz bei einer jährlichen Verzinsung?
c) Wie lange lag das Geld auf der Bank bei einem Endbetrag von 9.750,88 EURO?

2) Ein Gartenteich mit einem Inhalt von 1000 Litern hat ein kleines Loch, wodurch er 
wöchentlich 5% Inhalt verliert.
a) Wie viel cm³ sind nach einem Jahr noch vorhanden?
b) Nach wie vielen Tagen sind weniger als 50% in dem Teich?

( )25,0log2)16log(5,0)5,0log(4)2log(5 4 ⋅−⋅−⋅+⋅ xxx

4) ( ) 






⋅−⋅+⋅−⋅
a

aaa
2

ln4)27ln(
3

1
)2ln(6)3ln(2

623 42



Die zu einem Logarithmusausdruck zugehörige Gegenoperation ist stets ein 
Exponentialoperator, wodurch sich beide neutralisieren.
Die Zusammenhänge ergeben sich wie folgt:

Beispiel:
3

3

1
ln

2

25,0log
8

1
1,016

2

1
ln4

1000

1
log

ld

e
lde −







++⋅+⋅−

Aufgrund dieser Vereinfachungen, muss die zugehörige Basis bzw. der Exponent im 
ersten Schritt mittels exponentieller/ logarithmischer Gesetze passend umgeformt 
werden.

333

1
ln)2(

4

1
log)1(

42

1

3 2102
2

1
ln410log ldelde ⋅⋅−⋅−− −++⋅+⋅−

1727942233
3

1

4

1
4

2

1

2

1
43 3

21

−=−+++−−=−






+






+⋅+⋅−−
−−

Ψ== ΨΨ log
1010log Ω== ΩΩ lnln ee Θ== ΘΘ ldld 22
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256

1

4

11
ln3001,0log216100

1
3

4
2

1

2

1
log9

1
ln

2

ld
ee

ld

+−+−+






 −

1)

Vereinfachen Sie folgende Ausdrücke soweit als möglich.

25,024
100

1
log 3

4ln

lde ld −+−

2) 2

1
ln3

2

3log 165,0
1

ln100
−

−+− eld
e

27ln
3

3

2

1000

1
log

2

1
64

4

11
ln6

8

1
eld

e

ld

+−+−







3)

4)
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Welche neuen Begriffe habe ich kennen gelernt?
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Wachstumsfunktion Zerfallsfunktion

vermehrter
Prozentsatz

reduzierter
Prozentsatz

Halbwertszeit

unterjährige 
Verzinsung

Operation /
Gegenoperation Basistransformation
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Wiederholung

Diese Fragen sollten Sie ohne Skript beantworten können:

 Durch welchen Punkt verläuft jede Exponentialfunktion (Warum)?

 Worin besteht der Unterschied zwischen Ergebnis und Lösung?

 Welchen Einfluss hat die Basis auf eine Exponentialfunktion?

 Was bewirkt das Addieren einer Konstanten zu einer Funktion?

 Was bedeutet Operation <-> Gegenoperation?

 Wie machen Sie die Basis zum Logarithmus passend?

 Wie neutralisieren Sie einen Logarithmus?

 Welche Gesetze der Potenz- und Logarithmenrechnung nutzen Sie?



1)

Vereinfachen Sie folgende Ausdrücke soweit als möglich.

2)

3)

4)
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3ln

4ln4

2ln25 5,0
10

)
1

ln(2ln3 e
ee

ee ⋅+++⋅−

256log
4

1

2

1
4

5,0ln23 104)
1

ln82(410log32
6

1 ⋅⋅⋅ ⋅−⋅−⋅+−⋅+⋅
e

eld
ld

24
1

ln)10(2
2

)
2

1
1000(log

3

2
2

3

3log233

5,0ln
ld

ee

ld ⋅−







+−+−−⋅ +

3ln2

2

3ln

5,0ln2

3 2

ln

8
)

1
ln

2

1
(

8
ln6

2

e
ee

e
e

e ++−−−



Gemeinsamer Punkt: (1/0)

Je größer die Basis, desto flacher ab x=1

Positiver Logarithmus:

Je größer die Basis, desto steiler vor x=1

Ausschließlich positive Steigung

Negativer Logarithmus:

Ausschließlich negative Steigung
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Definitionsbereich:
Wie man schon durch die Funktionsgraphen erkennen kann, darf man einen 
Logarithmus nur von positiven Zahlen ziehen.

{ } +ℜ=>ℜ∈= 0| xxD , da x
x =>⇔> )0log(010 gilt.

Beispiel: ( ) yxx =+− 65ln 2

( ) ( ) ( ) 02365
2 >−⋅−=+− xxxx

{ }23| <∨>ℜ∈= xxxD

Wertebereich:
Aufgrund der Funktionsgraphen ist ersichtlich, dass ein Logarithmus alle reellen 
Werte annehmen kann.

ℜ∈= yW , da 110110
)0()0( ≤∧> ≤> gilt.

Beispiel: ( ) yx =−⋅− 35ln312

] [ ℜ∞∞−⋅− ;312
ℜ∈= yW
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Sofern eine reine Logarithmengleichung existiert kann man diese mit der 
folgenden Methodik lösen, wobei primäres Ziel eine Isolierung des Logarithmus auf 
beiden Seiten der Gleichung ist:

Methodik:
1. Die Faktoren vor dem Logarithmus in den Exponenten verschieben.
2. Alle positiven Terme über den Bruchstrich, alle negativen darunter schreiben.
3. Streichen der Logarithmen auf beiden Seiten.
4. Lösen der Gleichung.

Beispiel: )2log(4log2log
2

1
2log3log2

4 −−⋅=⋅−⋅−⋅ xxx

( ) )2log(4loglog2loglog
22

1
432 −−=−− xxx

2

16
log

8
log

2

2

−
=

⋅ xx

x

1301288162
2

16

8 2

2

=⇔=⋅=−⇔
−

=
⋅

xx
xx

x
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Bestimmen Sie bei den folgenden Ausdrücken die Lösungsmenge.

( ) 6log2log
2

1
27log

3

2
log

3

12
log4log3 462 ⋅−⋅+⋅=⋅−⋅−⋅ xx

x
x1)

2)

( )2
34ln

5

2
)( xxxf −−⋅=

4

1
ln2

1
ln8ln5,18ln2

16
ln5,04ln3 44

4
⋅−⋅−⋅=⋅+⋅−⋅

x
x

x

3)

( )4210216ln4
1000

1
log

12log3ln23
ldee

ld +−++− ⋅1)

Berechnen Sie bei den folgenden Funktionen den Definitions- und Wertebereich.

( )22log42)( −−+= xxg4) ( )63

42
)(

+⋅
=

xld
xh5)

I.

II.

Vereinfachen Sie folgende Ausdrücke soweit als möglich.III.

( ) ( ) ( )45ln3

1
log

5

2

33

100

1
322,0

1
ln2410log6 eld

e

ld −






+⋅−⋅−+⋅2)
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Welche neuen Begriffe habe ich kennen gelernt?
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Logarithmengleichung

Funktionsgraphen

Fakultät

Definitionsbereich

Wertebereich

AchsenspiegelungenAbleitungen
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Wiederholung

Diese Fragen sollten Sie ohne Skript beantworten können:

 Was und warum ergibt  ; 1 ?

 Wie kann man die Logarithmus-Funktion zeichnen?

 Was sind die wesentlichen Punkte der Umkehrfunktion?

 Wie kann man eine Ln-Funktion an beiden Achsen spiegeln?

 Wie verläuft die ln(x)-Funktion im Vergleich zu Log(x)?

 Welchen Definitions-/ Wertebereich hat die LN-Funktion?

 Wann spricht man von einer Logarithmus-Gleichung?

 Worauf ist bei Lösung solch einer Gleichung zu achten?



Bestimmen Sie bei den folgenden Ausdrücken die Lösungsmenge.

x
x

x
x

x
x ⋅⋅+⋅+⋅=⋅−−⋅ 27log4

2

1
log3)9log(5,1

9
log5,0

9
log2)256log(

4

1
3

4
4

2

81)

2)

( )406ln
3

1
)( 2 −⋅−⋅−= xxxf

2

8
3

3 8
ln3)16ln(25,0

3
ln2

9
ln

2

12
ln43ln6

x
x

x

xx
⋅+⋅−⋅=














⋅+⋅−⋅

3)

Berechnen Sie bei den folgenden Funktionen den Definitions- und Wertebereich.

( ) 12842log)( −−+= xxg4)

( )x

x
xh

⋅−
⋅=

315ln

3
)(5)

I.

II.
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Eine quadratische Gleichung/ Funktion stellt graphisch gesehen immer eine 
Parabel dar                               . 
Um eine quadratische Gleichung lösen zu können, bringt man diese auf die 
sogenannte Nullform. 
Die Lösungen dieser Gleichung (Schnittpunkte mit der x-Achse) erhält man durch 
die folgenden Lösungsverfahren:

Quadratische Ergänzung:

p-q-Formel:

Satz von Vieta:

02 =+⋅+ qxpx

( ) ( )baSbax ;0
2 −=++

q
pp

x −






±−=
2

2/1
22

0)()(2 =+⋅+=+⋅+ bxaxqxpx
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Um die p-q-Formel zu beweisen, nutzt man das Verfahren der quadratischen 
Ergänzung auf die allgemeine quadratische Gleichung der Form                               .

Es ist darauf zu achten, dass zum einen durch elementare Umformungen die 
NULL-Form der Gleichung entsteht und zum anderen kein Faktor vor dem       
auftauchen darf.

Beweis:

02 =+⋅+ qxpx

2x

0
2 =+⋅+ qxpx

0
22

22

=+






−






 + q
pp

x

Wurzel Halbierung Subraktion des Quadrats

q
pp

x −






=






 +
22

22

q
p −






+
2

2
|

2
|;|

p−

q
pp

x −






±−=
2

2/1
22

Aufgabe: Entwickeln Sie die Mitternachtsformel basierend auf 02 =+⋅+⋅ cxbxa
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034682 22 =+⋅+⇔−=⋅+⋅ xxxx

( ) ( ) 01232234
2222 =−+=+−+=+⋅+ xxxx

( ) 11212
2 ±=±=+=+ xx

13 21 −=∨−= xx

2

1
|;6| ⋅+

quadratische Ergänzung

34;0342 =∧==+⋅+ qpxx

123
2

4

2

4
2

2/1 ±−=−






±−=x

13 21 −=∨−= xx

p-q-Formel

0)13()13(34 22 =⋅+⋅++=+⋅+ xxxx

( ) ( ) 013 =+⋅+ xx

13 21 −=∨−= xx

Satz von Vieta
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Bei einer Parabel handelt es sich um die graphische Darstellung einer quadratischen 
Funktion. Die relevanten Punkte bzw. der Verlauf kann bereits im Vorfeld näher 
bestimmt werden.

Allgemeine Form: 

Verlauf: gestreckt            bzw. gestaucht
nach oben geöffnet           bzw. nach unten

Achsenschnittpunkte: y-Achse: bzw.   x-Achse:                 (p-q-Formel)

Scheitelpunkt: Scheitelpunktform:
Tiefpunkt            bzw. Hochpunkt

Symmetrie: Achsensymmetrie
Sonst Symmetrie zur parallelen zum Scheitelpunkt

γβα +⋅+⋅= xxxf 2)(

1>α 1<α

)/0( γyS 0)( =xf

( ) ( )baSbaxxf ;)(
2 −++⋅= α

0>α 0<α

0>α 0<α

γα +⋅= 2)( xxf

Vorkurs - WS 2019/20 164Torsten Schreiber



Funktionsgleichung:

Verlauf: gestreckt, da
nach unten geöffnet, da

Schnittpunkte:

Scheitelpunkt:
Scheitelpunkt (Hochpunkt): 

Symmetrie: Achsensymmetrie zur Parallelen durch 

1642)( 2 +⋅+⋅−= xxxf

12 >−=α

)16;0(yS

)18;1(S

02 <−=α

)2()4(820: 2 +⋅−=−⋅−= xxxxS x )0;4();0;2(
21 xx SS −

( )( ) ( ) 18128112)(
222 +−⋅−=−−−⋅−= xxxf

1=x
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Eine Bi-Quadratische Gleichung ist dann vorhanden, wenn zwei 
Exponenten im Verhältnis 1:2 stehen und eine weitere Konstante existiert. 

Nach der Substitution der Variablen stehen die bekannten Lösungsverfahren zur 
Verfügung und man erhält nach Resubstitution die Lösungsmenge.

Beispiel:

Substitution:

Resubstitution:

02 =+⋅+ qxpx

n

n

01617
24 =+⋅− xx

116

0)1()16(1617

21

2

2

=∨=
=−⋅−=+⋅−

=

zz

zzzz

xz

11416 4/32/1 ±=±=∨±=±=

±=

xx

zx
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Bestimmen Sie bei den folgenden Ausdrücken die Lösungsmenge.

024183
2 =+⋅−⋅ xx1)

2)

32)( 2 −⋅+−= xxxf

5,225,0
2 −=⋅+⋅− xx

4)

Bestimmen Sie alle relevanten Eigenschaften der gegebenen Parabeln.

32
4

1
)(

2 +⋅+⋅= xxxg5)

2
4100)( xxh ⋅−=6)

I.

II.

3) 32)202( −=−⋅⋅ xx

Wenden Sie je ein Verfahren an

Verlauf
Achsenschnittpunkte
Scheitelpunkt
Symmetrie

24 29100 xx ⋅=+7)

Bestimmen Sie die Lösung folgender Bi-Quadratischen Gleichungen.

87
36 +⋅= xx8)

III.
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Welche neuen Begriffe habe ich kennen gelernt?
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quadratische
Ergänzung

Scheitelpunkt(form)

p-q-Formel

Satz von VietaParabel (Verlauf)

Kettenregel

höhere Funktion
biquadratische

Gleichung

(Re)substitution



Vorkurs - WS 2019/20 169Torsten Schreiber



Wiederholung

Diese Fragen sollten Sie ohne Skript beantworten können:

 Was versteht man unter der Nullform einer Gleichung?

 Wie / warum funktioniert der Satz von Vieta?

 Was sind Linearfaktoren?

 Warum ist p-q-Formel und quadratische Ergänzung identisch?

 Warum muss bei der QE stets subtrahiert werden?

 Wann spricht man von einer biquadratischen  Gleichung?

 Wann sollte man substituieren?

 Was versteht man unter einer Resubstitution?



Bestimmen Sie bei den folgenden Ausdrücken die Lösungsmenge.

1082 2 =⋅−⋅ xx1)

18122)( 2 −⋅+⋅−= xxxf4)

Bestimmen Sie alle relevanten Eigenschaften der gegebenen Parabeln.

3210
2

1
)(

2 +⋅+⋅= xxxg5)

I.

II.

Wenden Sie je ein Verfahren an

Verlauf
Achsenschnittpunkte

2524 24 =⋅− xx7)

Bestimmen Sie die Lösung folgender Bi-Quadratischen Gleichungen.

48
1716 xx ⋅=+8)

III.

2) 3093 2 −⋅=⋅ xx

3) 083
4

1 2 =+⋅+⋅ xx

Scheitelpunkt
Symmetrie
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Beim Lösen einer beliebigen Gleichung kann abgesehen von der Fallunterscheidung (F) stets mit 

folgender Methodik gearbeitet werden: 

 Fallunterscheidung:

Je  nach Aufgabenstellung muss definiert werden, für welchen Bereich die Betrachtung gilt.

 Rechnung:

Die zugrundeliegende Gleichung wird mittels elementarer Umformungen gelöst.

 Ergebnis:

Durch die Berechnungen  ergeben sich eine oder auch mehrere Ergebnisse.

 Probe:

Mittels Probe bzw. Abgleich mit dem Definitionsbereich wird der Ergebnisraum untersucht.

 Lösung:

Aufgrund er Probe kann nun die Lösungsmenge angegeben werden.
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Da es sich bei dem Betrag einer Zahl um die reine positive Darstellung handelt, wird sie graphisch 

als sogenannte V-Funktion dargestellt.

Die Betragsstriche können weggelassen werden,  in dem man den negativen Bereich mit einem 

zusätzlichen Minus vor dem Term versieht.

Beispiel:

Aufgrund der Knickstelle  ist die Betragsfunktion an der Schnittstelle mit der X-Achse nicht 

differenzierbar, d.h. es kann keine Steigung berechnet werden.

|2|)( −= xxf

2)( −= xxf

2≥x2<x

2)2()( +−=−−= xxxf
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Ungleichungen, die auf einer Betragsfunktion basieren, können auch mittels (FREPL)-Methodik 

gelöst werden.

Beispiel:

Durch Multiplikation / Division mit negativen Zahlen dreht sich das Ungleichheitszeichen um.

6|82| >−x

6824 >−> xx 6)82(4 >−−≤ xx

7

142682

>

>⇔>−
x

xx

1

22682

<⇔
−>−⇔>+−

x

xx

7>x 1<x

68|882|8 >=−⋅=x 68|8||802|0 >=−=−⋅=x

{ }17| <∨>∈= xxRxL

Fallunterscheidung

Rechnung

Ergebnis

Probe

Lösung
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Skizzieren Sie folgende drei Betragsfunktionen

|2
3

2
|)( −= xxf1)

4)

Geben Sie den zugehörigen Lösungsbereich der folgenden Ungleichungen an.

5)

I.

II.

2) |127|)(
2 +−= xxxg

3) |)cos(|)( xxh =

2|3| <− x

8|124| >−x
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Ungleichungen, die auf einem Bruch basieren, können ebenfalls mittels „FREPL“ gelöst werden. 

Da für gewöhnlich im ersten Rechenschritt mit dem Nenner multipliziert wird, muss an dieser 

Stelle die Fallunterscheidung genutzt werden, um die Multiplikation mit einem negativen

Ausdruck mathematisch korrekt darstellen zu können.

Beispiel: 2
3

23 >
−
−

x

x

)3(2233 −⋅>−> xxx

4

6223

−>⇔
−>−

x

xx

3>x 4−<x

2
1

10

34

243
4 >=

−
−⋅

=x

{ }43| −<∨>∈= xxRxL

Fallunterscheidung

Rechnung

Ergebnis

Probe

Lösung

)3(| −⋅ x

)3(2233 −⋅<−< xxx

Umkehrung des Ungleichheitszeichen

4

6223

−<⇔
−<−

x

xx

2
8

17

3)5(

2)5(3
5 >

−
−=

−−
−−⋅

−=x
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Handelt es sich um ein Polynom vom Grade >1, so werden im ersten Schritt die Nullstellen der 

Gleichung bestimmt. Diese gefundenen Ergebnisse repräsentieren die Intervallgrenzen der

Ungleichung, wodurch mittels Probe einer Zahl aus dem Intervall die Lösungsmenge bestimmt 

werden kann (REPL-Methodik).

Beispiel: 081023 >+−+ xxx

Rechnung

Ergebnis

Probe

Lösung

Polynomdivision liefert:

4210)4()2()1( 321 −=∨=∨=⇔>+⋅−⋅− xxxxxx

0)43()23()13(:3

0)45,1()25,1()15,1(:5,1

0)40()20()10(:0

0)45()25()15(:5

>+⋅−⋅−=
<+⋅−⋅−=

>+⋅−⋅−=
<+−⋅−−⋅−−−=

x

x

x

x

{ }2)14(| >∨<∧−>∈= xxxRxL

-4 1 2

-5 0 1,5 3

richtig

falsch

richtig

falsch
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Lösen Sie die folgenden Gleichungen und geben die Lösungsmenge an.

2

1

24

52 >
−

−
x

x
1) 4)

5)

I.

2)

3)

2082 >− xx

23 46 xxx >++3
1

12 ≥
+
+
x

x

x
x

xx −>
−
+⋅

1
26

)23( 6) )1()1(25
24 +⋅−⋅≤− xxxx
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Welche neuen Begriffe habe ich kennen gelernt?
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Ungleichungsregel Betragsfunktion

FREPL

Bruchungleichungen Polynomungleichungen

Lösungsmengen
Fallunterscheidung
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Wiederholung

Diese Fragen sollten Sie ohne Skript beantworten können:

 Worauf muss beim Lösen einer Ungleichung geachtet werden?

 Wie kann man eine Betragsfunktion zeichnen?

 Was bedeutet FREPL?

 Warum nutzt man bei einer Betragsungleichung FREPL?

 Wie löst man eine Bruchungleichung?

 Was geschieht, wenn beide Ungleichheitszeichen in die gleiche Richtung zeigen?

 Welche Möglichkeiten gibt es bei unterschiedlichen Zeichen?

 Wie kann man eine Polynomungleichung lösen?



5)

Geben Sie den zugehörigen Lösungsbereich der folgenden Ungleichungen an.

6)

II.
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Lösen Sie die folgenden Gleichungen und geben die Lösungsmenge an.

1) 3)

4)

I.

2)

3� E 2

2 E �
� E4

2�� E 3

2� � 1
¡ � E 1

�� � 6 � 7�

� �� � 2� � 13� E 10

1

2
� E 3 � 5 1 E 2� �

1

4
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Existiert ein eindeutig lösbares LGS  bestehend aus n Gleichungen mit m Unbekannten , so kann
Die Lösungsmenge mittels dem Gauß-Algorithmus bestimmt werden.

Ziel des Verfahrens ist ein durch elementare Umformungen ein gestaffeltes Gleichungssystem 
(Stufenstruktur) zu erhalten, in der die Lösungsmenge einfach bestimmt werden kann.

Methodik (Hinrechnung ):

1. Bestimmung der vollbesetzten Pivotzeile (nur einmal verwendbar).
2. Durch elementare Umformungen der Pivotzeile und Addition auf alle übrigen m-1 Zeilen muss 

eine Variable (Spalte) komplett neutralisiert werden.
3. Es bleiben demzufolge nur noch m-1 Gleichungen mit n-1 Unbekannten übrig, mit denen man 

wieder beim ersten Schritt beginnt.

Methodik (Rückrechnung ):

1. Sofern nötig werden die frei wählbaren Variablen vorbelegt.
2. Berechnung der 1. Unbekannten in der kürzesten Stufe.
3. Einsetzen der 1. Unbekannten in die nächst höhere Stufe und Bestimmung der 2. Unbekannten.
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Eigenschaften des Gauß Algorithmus:

 Eine Pivotzeile ist eine Gleichung die nur einmalig benutzt werden darf, um eine Variable zu 
eliminieren. Anschließend darf sie nicht menr „angefasst“ werden.

 Es dürfen einzelne Gleichungen mit einer Zahl multipliziert werden.

 Nach dem 2. Schritt der Hinrechnung, sollte das entstehende lineare Gleichungssystem  
vereinfacht (Sortierung bzw. Ausklammern) werden.

 Es dürfen ohne weiteres parallele Zeilen miteinander vertauscht werden.

 Beim Tausch von Spalten ist darauf zu achten, dass die Koordinaten des Lösungssystems nun an 
einer anderen Position stehen (durch Markierung kenntlich machen).

 Das Gauß-Verfahren sollte angewandt werden, sofern entweder kein quadratisches System 
vorhanden ist oder mindestens eine 4x4-Struktur vorhanden ist.

 Sind am Ende des Gauß-Alogithmus mehr Unbekannte als  Gleichungen vorhanden so werden 
die Differenz aus Unbekannte-Gleichung als Parameter vorbelegt.
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Beispiel:
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I.  Lösen Sie das folgende lineare Gleichungssystem mittels Gauß.

a) b)

c)



Welche neuen Begriffe habe ich kennen gelernt?
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Gleichungssystem

Additionsverfahren

Einsetzungsverfahren

Gleichsetzungsverfahren

~ � v · � � 0

Gaußsches
Eliminationsverfahren

Pivotzeile

Elementare 
Umformungen
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Wiederholung

Diese Fragen sollten Sie ohne Skript beantworten können:

 Was versteht man unter einem linearen  Gleichungssystem?

 Wie funktioniert das Einsetzungsverfahren?

 Worauf ist beim Gleichsetzungsverfahren zu achten?

 Wie kann man ein LGS mit zwei Gleichungen zeichnerisch lösen?

 Wie zeichnen Sie eine Gerade in ein Koordinatensystem?

 Was versteht man unter dem Additionsverfahren?

 Was sucht man bei 3 Gleichungen mit 3 Unbekannten?

 Was bedeutet die Pivot-Zeile eines LGS?
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II. Sie die folgenden Gleichungssysteme. Wenden Sie insgesamt 3 
verschiedene Verfahren an.

224

253

=−
=+

yx

yx

10042

5,025,05

=+
+=−

xy

xy

4

9

8

3
2

12

1

5

1

2

1

=−

=−

xy

yx

448

1323

−=+
=−

yx

xy

yx

xy

−=
−=

6,025,0

5,012

yx

xy

3
5

3

2

3
15

1

6

1

3

1

−=

=+

a) b) c)

d) e) f)

643

72

=+
−=−

yx

yx

I.  Lösen Sie das folgende lineare Gleichungssystem grafisch.

93

42

−=+
=−

yx

xy
a) b)
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832

334

732

−=−+−
−=−+

=+−

zyx

zyx

zyx

I.  Lösen Sie das folgende lineare Gleichungssystem mittels Gauß.

2

0

1

xx2x5

xxx

xx4x3

321

321

321

=
=
=

+
+−
−+

a) b)

c)

1642

632

23

=++
−=−+−

−=+−

zyx

zyx

zyx



Quadrant IQuadrant II

Quadrant IVQuadrant III

90° �
1

2
T

180° � T 360° � 2T

270° �
3

2
T
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:

Ankathete

G
e

ge
n

ka
th

e
te

9�; ∝ �
{@}@;]/Rℎ@R@

¤~�8R@;¥9@

789 ∝ �
�;]/Rℎ@R@

¤~�8R@;¥9@

78R ∝ �
�;]/Rℎ@R@

{@}@;]/Rℎ@R@

R/; ∝ �
{@}@;]/Rℎ@R@

�;]/Rℎ@R@
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:
¦

§

c

a

b

9�; :

/
�

9�; §

0
�

9�; ¦

7
Sinussatz:

Cosinussatz: /� � 0� � 7� E 2 · 0 · 7 · 789 :

0� � /� � 7� E 2 · / · 7 · 789 §

7� � /� � 0� E 2 · / · 0 · 789 ¦
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I. Geben Sie Schätzungen für die folgenden Werte an.

)300sin() °a )60cos() °b )400cos() °c )800sin() °d

III.  Geben Sie alle Seiten und Winkel der (rechtwinkligen) Dreiecke an.

a) b)

IV.  Bestimmen Sie von dem (nicht-rechtwinkligen) Dreieck mit den Werten
0 � 6 7v, 7 � 0,5 wv, ¦ � 20° den Umfang und Fläche.
Verwenden Sie mindestens einmal den Sinus- und Cosinussatz.

§ � 90°, / � 4v, 7 � 3v ¦ � 60°, / � 5v



Für die Sinus/ Cosinus-Funktion sind im Bereich der Addition der Argumente zwei 
Additionstheoreme definiert, wodurch stets bei rechtwinkliger Konstellation entweder ein 
Sinus oder ein Cosinus aus der Funktion entfernt werden kann.

)cos()sin()cos()sin()sin( abbaba ⋅±⋅=±1)

)2cos()2cos(10)2sin()
2

2sin(

)2cos()
2

sin()
2

cos()2sin()
2

2sin(

xxxx

xxx

=⋅+⋅=+

⋅+⋅=+

π

πππ
90° Phasenverschiebung 

der Sinusfunktion = Cosinusfunktion

)sin()sin()cos()cos()cos( bababa ⋅⋅=± m2)

)3sin()3sin()1()3cos(0)3
2

3
cos(

)3sin()
2

3
sin()3cos()

2

3
cos()3

2

3
cos(

xxxx

xxx

−=⋅−+⋅=−

⋅+⋅=−

π

πππ
270° Phasenverschiebung 

der Cosinusfunktion = -Sinusfunktion
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I.  Vereinfachen Sie die folgenden Ausdrücke soweit als möglich.

)
2

3
4sin() π−xa )2

2

1
cos() xb +− π )32(

2

3
cos() π+⋅ xc

II.  Beweisen Sie den folgenden Zusammenhang.

( ))cos(1
2

1

2
sin2 x

x −⋅=








����: 789 2� � 789� � E 9�;� �



Eine rein trigonometrische Funktion (sinus/ cosinus) stellt eine Schwingung innerhalb einer 
bestimmbaren Periode und eines konstanten Wertebereichs dar, die für alle reellen Zahlen 
definiert ist.

Die vier Parameter in der Funktion beziehen sich zum einen auf die Verschiebung und zum 
anderen auf die Streckung/ Stauchung in der x-Achsen bzw. y-Achsen-Richtung:

a: Amplitudenfaktor Streckung/Stauchung in y-Achsen-Richtung

b: Periodenfaktor Streckung/Stauchung in x-Achsen-Richtung

c: Phasenverschiebung Verschiebung in x-Achsen-Richtung

d: Wertebereichverschiebung Verschiebung in y-Achsen-Richtung

Symmetrie:

Bei dem Periodenfaktor gilt für die neue Periode:

dcxbaxf ++⋅⋅= )sin()(

b

P
P ALT

NEU =

SIN: Punktsymmetrie )sin()sin()()( xxxfxf −=−−−=

COS: Achsensymmetrie )cos()cos()()( xxxfxf −=−=
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Anhand der folgenden Vierfeldertafel können die grundlegenden Eigenschaften einer 
trigonometrischen Funktion direkt abgelesen werden.

Es wird dabei davon ausgegangen, dass es sich um eine Standardfunktion in der Form 

9�;1 } � oder 7891 ℎ � handelt.

Vierfeldertafel

¨ � ©ª«�¬ª ¨ � ¨©ª«�¬ª

®�¨¨ © ¯

u@6�8w@°±² � T

� � � � E�

³ � 0; 1

u@6�8w@°±² � 2T

� � � E� E�

³ � E1; 1

´µ®¨ ¶ ¯

u@6�8w@°±² � T

� � � � E�

³ � 0; 1

u@6�8w@°±² � 2T

� � � � E�

³ � E1; 1
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Beispiel:

Vereinfachung:

Wertebereich:

Periode:

4)3
3

2
sin(3)( ++⋅= πxxf

4)
3

2
sin()3()(

4)
3

2
cos()3sin()3cos()

3

2
sin(3)(

+⋅−=

+






 ⋅+⋅⋅=

xxf

xxxf ππ

[ ] [ ] [ ]7;143;341;13 ∈==+−=+−⋅− yW

)3()(3

3
2

2 πππ +=== xfxfPNEU

4)
3

2
sin(34)

3

2
cos(01)

3

2
sin(3)(

4)
3

2
cos()2sin()2cos()

3

2
sin(3)(

4)2
3

2
sin(34))3(

3

2
sin(3)(

+⋅−=+






 ⋅+⋅⋅−=

+






 ⋅+⋅⋅−=

++⋅−=++⋅−=

xxxxf

xxxf

xxxf

ππ

ππ
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Beispiel:

Symmetrie: Punktsymmetrie

Skizze:

[ ]4)(4)( −−−=− xfxf

4)
3

2
sin()3()( +⋅−= xxf

)
3

2
sin(344)

3

2
sin(34)( xxxf ⋅−=−+⋅−=−

[ ] )
3

2
sin(344)

3

2
sin(34)( xxxf −⋅=







 −+−⋅−−=−−−
=
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Vereinfachen Sie die folgenden Funktionen mittels der Additionstheoreme und bestimmen 
Sie den Wertebereich, das Symmetrieverhalten und fertigen Sie eine Skizze an.

)54sin(23)( π−⋅−= xxf1)

2) 5)
2

5

2

1
(sin2)( +−⋅= πxxg

3) [ ]2)2cos(3)( +−⋅= πxxh

4) ))(
2

1
(cos

3

2
5)( xxk −⋅⋅+= π
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)5,22(sin35)(
6 π+⋅+= xxl5)

6) 2)
2

9

2

3
(sin6)(

3 +−⋅= πxxg



Welche neuen Begriffe habe ich kennen gelernt?
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Einheitskreis Sinus Cosinus

(Co)-Tangens Gegenkathete

Ankathete

HypotenuseSinussatz

Cosinussatz

Additionstheoreme

Phasenverschiebung Amplitudenmodulation

PeriodeFrequenz



Vorkurs - WS 2019/20 212Torsten Schreiber



Wiederholung

Diese Fragen sollten Sie ohne Skript beantworten können:

 Beschreiben Sie die Seiten eines rechtwinkligen Dreiecks.

 Wie werden trigonometrische Funktionen definiert?

 Wie erfolgt die Umrechnung von Bogenmaß in Gradmaß?

 Was beschreibt der Sinussatz?

 Warum ist der Cosinussatz im Grunde genommen der Pythagorassatz?

 Was bedeutet eine Phasenverschiebung?

 Was wissen Sie wenn das Argument durch 90 teilbar ist?

 Wie sieht die Tangensfunktion aus?
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I. Vereinfachen Sie die folgenden Ausdrücke soweit als möglich und geben die 
Eigenschaften der Funktionen an.

)92sin() π−xa

( ) )5,367
2

1
cos() ππ −+⋅ xd)54(12cos() π−⋅ xc

)5,75,2sin() π−xb

II.  Skizzieren Sie den Graphen zu Cotangens.

III.  Geben Sie alle Seiten und Winkel der (rechtwinkligen) Dreiecke an.

cmbcma 3,5,90 ==°=αa) cmc 6,30 =°=αb)

IV.  Bestimmen Sie von dem (nicht-rechtwinkligen) Dreieck mit den Werten
/ � 8 wv, 7 � 9,1 wv, § � 20° den Umfang und Fläche.
Verwenden Sie mindestens einmal den Sinus- und Cosinussatz.



3ℜ=ℜℜℜ xx
Als Grundlage für Geraden- und Ebenenberechnung im 3-dimensionalen Raum dient der 
Euklidische Verktorraum .

Die Vektoren können nicht nur senkrecht, sondern auch in der waagerechten der 
sogenannten transponierten Form                    dargestellt werden.

Tzyx );;(

Tzyxp );;(=
r

j
k

i

T

T

T

k

j

i

)1;0;0(

)0;1;0(

)0;0;1(

=

=

=
Koordinaten-
einheitsvektoren

X-Achse

Z-Achse

Y-Achse

Winkel:

Betrag:
222 zyxrp ++==

r

r

z
pk

r

y
pj

r

x
pi === ),cos(;),cos(;),cos(

rrr
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Für die Vektorrechnung im Bereich von  Geraden, Ebenen und Körper ist es wichtig die beiden 
möglichen Arten von Vektoren zu unterscheiden.

 Ortsvektor: Stellt die direkte Verbindung vom Ursprung zu einem 
beliebigen Punkt im Raum dar.

 Richtungsvektor: Werden zwei beliebige Punkte im Raum verbunden, 
so erhält man den Richtungsvektor, der sich stets aus
der Differenz zwischen Endpunkt und Anfangspunkt berechnet.

Aa 0=
r

abAB
rr

−=

X-Achse

Y-Achse

a
r

b
r

x
r

Beispiel:

Ortsvektor:

Richtungsvektor:










−
=








=

2

1
;

1

3
ba
rr










−
−

=







−








−
=

3

2

1

3

2

1
x
r
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⋅++⋅+⋅=⋅=
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=∗=
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babababa

b

b

b

a

a

a

baba
1

2211

2

1

2

1

...
......

),(
rrrrθ

Bei der Multiplikation von zwei Vektoren nutzt man die Methodik des inneren Produkts.

ℜ→ℜ∗ℜ nn

Es werden demzufolge die einzelnen Komponenten untereinander multipliziert und die Ergebnisse 
anschließend addiert. Als Ergebnis bekommt man somit  keinen Vektor, sondern eine reelle Zahl.

Eigenschaften:

nicht binär

kommutativ

assoziativ

distributiv

positiv definiert

),(),( abba
rrrr θθ =

),(),(),( bababa
rrrrrr

⋅=⋅=⋅ βθβθθβ
),(),(),( cbcacba
rrrrrrr θθθ +=+

00),(
rrrr

≠∧> aaaθ

Beispiel: ( ) ( )
=

=⋅+−⋅+⋅+−⋅=⋅=





















−

−
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313412532

1
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1

5

2

i
ii ba
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⋅−⋅
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=×

2121

1313

3232

3
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3

2

1

abba

abba

abba
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a

a

a

ba
rr

Eine weitere Möglichkeit zwei Vektoren zu multiplizieren ist das äußere Produkts.
Es wird stets diagonal multipliziert (siehe Determinaten), wobei rechts herum positiv und links 
herum negativ gerechnet wird.

nnn ℜ→ℜ×ℜ

Eigenschaften:

Binäre Operation:

antikommutativ

assoziativ

distributiv

abba
rrrr

×−=×

bababa
rrrrrr

⋅×=×⋅=×⋅ βββ )(

)()()( cabacba
rrrrrrr

×+×=+×

Beispiel:

















−
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⋅−⋅
⋅−⋅−
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2533
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)1(322
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3
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( ) ( ) ( ) αθθαθ cos,,...cos, 2211 ⋅⋅=⋅++⋅+⋅⇔⋅⋅= bbaabababababa nn

rrrrrrrr

Da es sich bei einem Vektor um ein n-dimensionales Objekt handelt, kann der erreichte Punkt 
entweder mittels Koordinaten oder via Länge und Winkel  dargestellt werden.

Länge:

Normierter Vektor:                             (Länge ist Eins)

Abstand                :

Winkel:

Cauchy-Schwarze Ungleichung 

Orthogonalitätskriterium:

( )aaaaaa n

rrr
,...

22

2

2

1 θ=+++=

a
a

a
r

r
r

⋅= 10

( )baD
rr

, ( ) ( ) ( )22

22

2

11 ... nn babababa −++−+−=−
rr

( ) ( )
1

,
1

,
arccos ≤

⋅
≤−⇔

⋅
=

ba

ba

ba

ba
rr

rr

rr

rr θθα

( ) ( ) ( )000,090cos ≠∧≠∧==° baba
rrrrθ
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Berechnen Sie – sofern möglich - das innere / äußere (im R³) Produkt der folgenden Vektoren 
untereinander sowie deren Summe/ Differenz und bilden Sie jeweils den normierten Vektor.

1)





















−
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−
=
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4
e
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Bestimmen Sie jeweils die fehlende Koordinate so, dass die jeweiligen Vektoren senkrecht 
aufeinander stehen und berechnen anschließend deren Abstände.
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zba
rrr

⋅++⋅+⋅ ζβα ...

Grundlage der (Un)Abhängigkeit von Vektoren ist dessen Linearkombination, d.h. es wird jeder 
Vektor mit einem beliebigen Skalar multipliziert und anschließend die Summe gebildet.

Im Fall der (Un)Abhängigkeits-Prüfung untersucht man, ob einer der Vektoren mittels einer 
Linearkombination der übrigen darstellbar ist, d.h. man bildet die Linearkombination der Vektoren 
und setzt diese Kombination gleich Null.

Existiert nur die sogenannte Triviallösung der Form                                     , dann sind die Vektoren 
linear unabhängig. Sollte eine der entstehenden Lösungen        sein,  dann sind sie linear abhängig.

0......
rrrrrrr

=⋅++⋅+⋅⇔⋅++⋅=⋅ zbazba ζβαζβα
0... ==== ζβα

0≠

Beispiel: 0
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In einer Basis sind Objekte/ Vektoren enthalten, die einen zugehörigen n-dimensionalen Raum 
komplett aufspannen können.

Demzufolge besteht der Euklidische Vektorraum        aus den 3 Koordinaten-Einheits-Vektoren:

Grundvoraussetzung ist die lineare Unabhängigkeit, d.h. eine begrenzte Anzahl von linear 
unabhängiger Vektoren bilden eine Basis, wobei die Anzahl der enthaltenen Vektoren die 
Dimension des Raums angibt. 

Die Dimension ist unabhängig von der Anzahl der Komponenten/ Koordinaten eines Vektors.
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=
1

0

0
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1
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0

0

1

321 eee
rrr

3ℜ

linear unabhängig

normiert (Länge 1)

orthogonal

Orthonormalsystem

Beispiel: Die drei Vektoren (letztes Beispiel) sind linear unabhängig und bilden demzufolge 

auch eine Basis. Da es sich um drei Basisvektoren handelt, spannen Sie einen Raum 

der 3. Dimension auf.

Vorkurs - WS 2019/20 222Torsten Schreiber



Frage: Bilden die gegebenen Vektoren eine Basis des      ?
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γ
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Triviallösung: Die Vektoren sind linear unabhängig.

Es handelt sich somit um eine Basis
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B mit der Dimension 3.

Somit kann durch diese Basis der      aufgespannt werden.3ℜ
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Sind die folgenden 3 Vektoren                linear unabhängig?

Stellen Sie den Vektor     als Linearkombination von               dar.

cba
rrr

,,

cba
rrr

,,d
r

2) Prüfen Sie, ob die gegebenen Vektoren eine Basis bilden und geben die maximal mögliche 
Dimension mit dem zugehörigen Raum an.



















−

=



















−

=





















=





















−
=

4

0

7

9

;

1

2

1

3

;

5

1

0

2

;

3

1

2

1

dcba
rrrr

3) Bestimmen Sie die Parameter                 so, dass das Vektorsystem                      mit

,                          und                              linear unabhängig ist.

ℜ∈βα , )3v,2v,1v(
T)1,,1(1v −= α T)0,1,2(2v = T)1,,3(3v β−−=

, 

, 
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Eine Gerade ist die graphische Darstellung einer linearen Gleichung bestehend aus Steigung und 
Startpunkt bzw. Achsenabschnitt und wird in folgenden zwei Arten dargestellt. 

 Parameterfreie Form:
b=Achsenabschnitt; m = Steigung

 Parameterform:
= Ortsvektor (Startpunkt);          = Richtungsvektor 

bxmy +⋅=

ABax ⋅+= αrr

a
r

)7;2(

)5;3(

=
=

B

A

AB

Beispiel:

 Parameterfreie Form:

 Parameterform:

2
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57 −=
−
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∆
∆=

x

y
m

112)2(7 =⋅−−=⋅−= xmyb
112 +⋅−= xy
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2)

)3;2();5;2( −== BA

Berechnen Sie sowohl die parameterfreie als auch die Parameterform der Gerade durch 
die folgenden Punkte und fertigen Sie eine Skizze an.

3) Geben Sie die Parameterform der Geraden durch folgende Punkte an.
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b)

4) Prüfen Sie, ob die folgenden 3 Punkte auf einer Geraden liegen.
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1) Berechnen Sie das äußere Produkt der folgenden Vektoren.

TT
ba )5;2;1(;)3;1;2( −=−=
rr

a) b) TT bc )1;3;5(;)1;4;2( =−=
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Im Euklidischen Vektorraum        handelt es sich um einen 3-dimensionalen Raum, der durch 
die 3 Koordinanteneinheitsvektoren als Basis definiert ist.
Da eine Gerade nur ein 2-dimensionales Objekt ist, existieren insgesamt vier mögliche 
Lagerelationen:

Gerade = Startpunkt + Parameter * Richtungsvektor

 parallel: linear abhängige Richtungsvektoren, wobei der Startpunkt der ersten 
Gerade nicht auf der zweiten Geraden liegt.

 identisch: linear abhängige Richtungsvektoren, wobei der Startpunkt der ersten 
Gerade auf der zweiten Geraden liegt.

 schneiden sich: linear unabhängige Richtungsvektoren. Beim Gleichsetzen der beiden 
Geraden ergibt sich eine eindeutige Lösung für die Parameter.

 windschief: linear unabhängige Richtungsvektoren. Beim Gleichsetzen der beiden 
Geraden ergibt sich ein Widerspruch für die Parameter.

3ℜ
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Aufgrund der definierten Lagerelationen ergibt sich der folgende Entscheidungsbaum:

1111 : baxg
rrr

⋅+= α 2222 : baxg
rrr

⋅+= β

21 bb
rr

⋅= γ

112 baa
rrr

⋅+= α 21 gg =

JA NEIN

JA JA NEINNEIN

identisch parallel Schnittpunkt windschief

Abhängigkeit der Richtungsvektoren

Gleichsetzen der GeradenPrüfen des Startpunkts
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Beispiel:

1. Abhängigkeit der Richtungsvektoren:

2. Gleichsetzen der Geraden:

Aufgrund des Widerspruchs müssen die beiden Geraden windschief zueinander liegen.
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1) Wie liegen die folgenden Geraden zueinander?

2) Bestimmen Sie die Parameterform der Geraden und geben deren Lage zueinander an.
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Zur Berechnung von einem Abstand definieren wie den Punkt Q und die Gerade in der Form

mit       als Startpunkt und       als Richtungsvektor der Geraden n. 

 Punkt zu Gerade:

 Gerade zu Gerade (parallel):

 Gerade zu Gerade (windschief):

1
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Beispiel Punkt zu Gerade:
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Beispiel Gerade zu Gerade:
(parallel) 
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Gerade zu Gerade:
(windschief) 
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Berechnen Sie von den gegebenen Vektoren deren Winkel miteinander und mit den 
Koordinatenachsen. Bestimmen Sie auch das Vektorprodukt sowie den Abstand der Vektoren.

1)
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=
2

3

6

b
r

Bestimmen Sie jeweils die fehlende Koordinate so, dass die jeweiligen Vektoren senkrecht 
aufeinander stehen und berechnen den Flächeninhalt des sich aufspannenden Rechtecks.

2)

a)
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1) Wie liegen die folgenden Geraden zueinander?
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2) Prüfen Sie, ob die folgenden 3 Punkte auf einer Geraden liegen.
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Welche neuen Begriffe habe ich kennen gelernt?

Vorkurs - WS 2019/20 237Torsten Schreiber

Euklidischer Vektorraum

Ortsvektor

Richtungsvektor

Skalarprodukt

Vektorprodukt

Geradengleichung

lineare
Abhängigkeit

Basis

Span Lagerelation

Betrag
Winkel

Abstände
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