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Themengebiete des Vorkurses

1. Mengen
Grundlagen / Gesetze und Junktoren / Zahlenmengen
2.  Komplexe Zahlen
Definition und grafische Darstellung / Grundrechenarten
3.  einfache Bruchrechnung
Rechengesetze / Methodiken
4.  erweiterte Bruchrechnung
leichte Gleichungen / Doppelbruch
5.  Rechnen mit Potenzen / Wurzeln
ganz- und gebrochen rationaler Exponent
6.  Exponential- / Logarithmenrechnung
Rechengesetze und graphische Darstellung
7. Gleichung / Ungleichungen mit einer Unbekannten
Rechnung und Grafik
8.  Gleichung/ Ungleichungen mit 2 Unbekannten
Additions-, Einsetzungs- und Gleichsetzungsverfahren; grafische L6sung
9. (Bi)-quadratische Gleichung
quadratische Ergédnzung, p-q-Formel, Satz von Vieta
10. Lineare Gleichungssysteme
Gaul’sche Eliminationsverfahren
11.  Trigonometrie am Einheitskreis und im allgemeinen Dreieck
Funktionsgraph und Berechnungen (Additionstheoreme)
12. Vektorrechnung
Euklidischer Vektorraum / Lagerelation von Geraden im R®



Die Klausur

Theorie der schonen Zahlen

Taschenrechner brauchen wir nicht!

Blicher gehoren in die Bibliothek — auller das von mir

Alles was ich geschrieben habe, darf ich auch nutzen.
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1. Mengenlehre (8 Punkte):
Gegeben sind die Menge A der natiirlichen Zahlen (gréBer 7 und kleiner gleich 22), die durch 2 oder 3 oder auch
durch 5 teilbar sind und die Menge B der nicht durch zwei teilbare Zahlen im Intervall von ]6; 24].
Bestimmen Sie die Losungen (2 mal Aufzihlung und 2 mal Eigenschaften):

a) AnB b) AUB c) A\B d) B\A

b

Aussagenlogik (8 Punkte):
Geben Sie fiir die folgenden beiden Schaltungen die zugehorigen Aussageformeln an und zeigen Sie, dass beide
Ausdriicke dquivalent zueinander sind (Begriindung).

L. 1] o L. y =,
¥— —| o T
;o M X GV_*

3. Bruchrechnung (8 Punkte):

at+2ab+b?

; 4(a—2bp
1 . T . 1
a) s 1s(2-21.7 .3 o5l 1 b
dl[23 L5 [1 _J+m+x (0,5 i}}.3 ) T a_p2
al—4dab+4bH?

4. Komplexe Zahlen (8 Punkte):
Berechnen Sie die Losungen der folgenden komplexen Gleichungen und geben Sie das Ergebnis in der kartesischen
Form z=a+bi an. Bestimmen Sie bei Aufgabe b) zusitzlich noch den Betrag und das Argument.

Ol B s b) 2% —(6i—4)-z=12i+9
G+l (1-3i)

o

Arithmetik (8 Punkte):
Vereinfachen Sie folgende Ausdriicke soweit als moglich:

]

a) — [(Ex —izr - Gzz + 12x2)-

b) 14-|x—(z_u—2-{x—(2z+3y)]—4-(zy+zjjj

—16x* - (8x +2)
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6.  Exponential-/Logarithmusrechnung ( 16 Punkte):
Vereinfachen Sie folgende Ausdriicke weitestgehend:

n - ¥

2.3, =2 / P T oy _ |Ilf ) In+2
2(27x*y*272)" 3(025xy " z7%) Vain=s Ve

a : 3 b e T ———

(BxZy—5z5)~2 (9= 1x~3ytzZ)t y ain=2 P

logh25 i
c) 4" + log 0,001 +2-Ve Bk ld— — (L) T R hizli!t
4 256 100 1J£'

d)3-logx — log2+ 3 (log2 — logx*) = 2- Eugi—i- 4-(logx + 0,5 logvz) — 2 logx*

7. Parabelfunktion (8 Punkte):
Berechnen Sie den Scheitelpunkt, die Schnittpunkte mit beiden Achsen und beschreiben den Verlauf der Parabeln.

a) flx) = —4x? + 8x + 32 b) g(x) =%xz+5.r+ 18

8. Ungleichungen (8 Punkte):
Berechnen Sie den Lisungsbereich der folgenden Ungleichungen.

(x—2)*

. 6+ x

a) 3-|8—2x| =36 b)

9. Gleichungen mit einer Unbekannten (8 Punkte):
Losen Sie folgende Gleichungen und geben Sie — sofern erforderlich — den Definitionsbereich an.

a) x°-(x%—33)=-32 b) Zx-(x—=2) - (x+2)+8x* =16+ 2x-(x+ 2)

10. Lineare Gleichungssysteme (12 Punkte):
Liosen Sie die folgenden Gleichungssysteme.

—x+2y+3z=7

= ] Sx =
a) |=¥ Iy=T7 b) |x+3y—37=—2 c) 0. 75x+ v =1
B : 2x-10=y
2x—y+2z=35
behebig bt
- Gaul-Verfahren beliebig

11. Trigonometrie (6 Punkte):
Gegeben sei die Funktion mit f(x) = —2,5 sin (%r - 5,5:{) + 3,5.
Bestimmen und beweisen Sie die Periode, Symmetrie und Amplituden{Wertebereich) von f(x).
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URKNALL DER MATHEMATIK
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MENGENDEFINITION
{ Objekt}

|

{ Menge } { Element } {}

Vorkurs - WS 2019/20

v

Reihenfolge spielt keine Rolle

Unterscheidbarkeit der Objekte (redundanzfrei)

Torsten Schreiber
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OBJEKTFORMEN

Objekt Beschreibung

{1,2}

(1;2)

1,2

{{1;23}

(1,2,1,2,1)

{(1;2)}

1;2

[1; 2]

{1,2;1;{2}}

{(1,1,1); (2,2,2)}
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OBJEKTFORMEN

Objekt Beschreibung

{a, b}

(5;8)

—7,6

{{8;15;21}}

(4/-2,3/1,4)

{(—2;4]}

3:15

17,71

{-3,2;3;{32}}

{(5’6’7); (812’1)}

Vorkurs - WS 2019/20 Torsten Schreiber



OBJEKTFORMEN

Objekt Beschreibung
{a,b} Menge mit einem Objekt
(5;8) Tupel mit zwei Werten
—7,6 Element
{{8; 15; 21}} Menge einer Menge mit 3 Objekten
(4/-2,3/1,4) 3-dimensionales Tupel
{(—2;4]} Menge eines halboffenen Intervalls
3:15 2 Elemente
[7;7] Halboffenes Intervall bzw. leere Menge
{—3,2; 3; {32}} Menge mit zwei Elementen und einer Menge

{(5’617); (8l2’1)}

Menge aus zwei 3-dimnensionalen Tupeln

Vorkurs - WS 2019/20
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DARSTELLUNGSFORMEN |

1) Aufzahlung:

Die einzelnen Objekte werden innerhalb der Menge aufgefiihrt,
wobei Platzhalter in Form von ,,..." dargestellt werden.

2) Einschluss:

Basierend auf einer beliebigen Ausgangsmenge wird ein Gesetz
definiert, das die enthaltenden Objekte beschreibt.

3) Ausschluss:

Aus einer Grundzahlenmenge werden die Objekte definiert, die
nicht enthalten sein durfen.

Beispiel: Mengen der geraden, natiirlichen Zahlen
DG, ={2:4;,6:8;..}

2)Gy ={xON|xmod?2 =0}

3)Gy = xON\{xON | xmod 2 <> 0}

Vorkurs - WS 2019/20 Torsten Schreiber 17



DARSTELLUNGSFORMEN II

4) Vennsches Diagramm:
Es werden die existierenden Mengen mittels Kreise in die Welt
(Kasten) eingetragen.

i
SN

Q

Die dadurch entstehenden Untermengen sind:
» Vereinigungsmenge (ODER-Verknupfung)
» Schnittmenge (UND-Verknipfung)

Vorkurs - WS 2019/20 Torsten Schreiber
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MODULO

Die Modulo-Funktion entspricht einem Restwertoperator, d.h. bei
einer ganzzahligen Division wird der Rest als Ergebnis dargestellt.

XmodY =R

Zahler Nenner (Divisor) Restwert

Beispiel:
5mod2 =1,denn5+2=2Rest1

23modS5 =3,denn 23+5=4Rest 3

Teilbarkeit: Restwert muss 0 ergeben

xmod7 =0 X ist teilbar durch 7

xmod2<>0 xistnicht durch 2 teilbar (ungerade Zahl)

Vorkurs - WS 2019/20 Torsten Schreiber
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AUFGABEN

Ldsen Sie die folgenden Ubungen, in dem Sie je einmal die Mengen via Aufzihlung und einmal
mittels Eigenschaften definieren.

1) Beschreiben Sie alle nicht durch sieben teilbaren natirlichen Zahlen.
2) Definieren Sie alle ganze Zahlen groer -10, die durch vier oder durch 5 teilbar sind.

3) Geben Sie alle positiven ganzen Zahlen kleiner gleich 100 an, die durch drei und
durch funf teilbar sind.

4) Nennen Sie alle Zahlen zwischen 4 und 42, die weder durch 2 noch durch 3 teilbar sind.

5) Welche Zahlen groBer als 42 sind durch 7 aber nicht durch 3 teilbar.

Vorkurs - WS 2019/20 Torsten Schreiber
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Welche neuen Begriffe habe ich kennen gelernt?

I I Vereinigungsmenge

Vorkurs - WS 2019/20 Torsten Schreiber 21
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Wiederholung

Diese Fragen sollten Sie ohne Skript beantworten konnen:

Welche Objekte kdnnen in einer Menge vorhanden sein?
Was fur Gesetze gelten bzgl. einer Menge?

Was ist ein Junktor (Beispiel aus der Arithmetik)?

Was ist ein Tupel?

Was stellt eine runde Klammer eines Intervalls dar?

Wie ist die Eigenschaftsdefinition einer Menge aufgebaut?
Wie beschreibt man die Teilbarkeit von Zahlen?

X N X X X X X

Was versteht man unter einer Relation?



AUFGABEN

1) Beschreiben Sie alle ganzen Zahlen zwischen -100 und 100, die durch 3 und durch 5
teilbaren sind.

2) Definieren Sie alle natirlichen Zahlen grofRer gleich 10 ohne die Zahl 42, die
durch 4 aber nicht durch 6 teilbar sind.

3) Beschreiben Sie mittels einer Menge alle Tupel von Studenten (x;y) - jeweils
Personen je Tupel, die im gleichen Jahr Geburtstag haben.

4) Bauen Sie die Beschreibung einer Menge zusammen, die aus einem zweidimensionalen
Tupel natirlicher Zahlen besteht, wobei die erste Zahl um 2 kleiner als die zweite sein soll

und geben Sie 4 Beispieltupel an.

Skizzieren Sie den Graphen?

Vorkurs - WS 2019/20 Torsten Schreiber
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TEILMENGE / INKLUSION

Sofern die Ausgangsmenge ein Teil oder komplett innerhalb einer weiteren Menge
vorhanden ist, so spricht man von einer Teilmengenbeziehung bzw. von einer Inklusion.

Methodik: {a} O Alphabet
1) Streichen der Mengenklammer bei der Ausgangsmenge ‘

2) Jedes Objekt muss bzgl. Wert und Format in der 2. Menge auftauchen all Alphabet

Eigenschaften:

v'Die leere Menge ist Teilmenge jeder Menge { } A

v'reflexiv: Jede Menge ist Teilmenge von sich selbst A A

v'transitiv: logische Schlussfolgerungen sind zugelassen AU BCBUOC=AOC
v’antisymmentrie: Beweisprinzip der Extensionalitit AL BCBUJ A « A=B

Vorkurs - WS 2019/20 Torsten Schreiber 25



SYMMETRIE-EIGENSCHAFTEN

®

B

®

Q1

v'Symmetrie (I):
Zu jedem Punkt gehort
ein Spiegelpunkt.

v Asymmetrie (I I):
Zu keinem Punkt existiert
ein Spiegelpunkt.

v'Antisymmetrie (I 1 I):
Zu keinem Punkt existiert
ein Spiegelpunkt aber
mindestens ein Punkt
auf der Spiegelachse.

Sind mehrere Symmetrievarianten vorhanden, so kann keinerlei Aussage
uber das Symmetrieverhalten getroffen werden.

Vorkurs - WS 2019/20
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JUNKTOREN

Junktoren entsprechen Verbindungen / Operatoren die beliebige Objekte
miteinander verknipfen kénnen (Artithmetik: ,,+% ,,-% ,*“ ,,:“).

UND (A n B):

Das Objekt der Losung gehort gleichzeitig zu den Menge A und B. (Durchschnitt)
Beispiel: Primzahl N gerade, natlirliche Zahl ={2}

ODER (AO B):

Das Objekt der Losung gehort zur Menge A oder B oder zu A und B. (Vereinigung)
Beispiel: ungerade Zahl [] gerade, natlrliche Zahl = N

NICHT (A\B) :

Das Objekt der Losung gehort zur Menge A aber nicht zu B. (Differenz)

Beispiel: naturliche Zahl \ gerade, naturliche Zahl = ungerade Zahl

Vorkurs - WS 2019/20 Torsten Schreiber 27



AUFGABEN

1) Gegeben sei die Menge A :{42;{x; y},{ }} :
Welche der folgenden Aussagen sind wahr bzw. falsch (Begriindung)?

ax0A  bxy0a ofs2toa  af42joa  e4204
N20A gfloa n{loa  H{}oa pHiaoa

2) Gegeben sind die Mengen der durch 3 teilbaren, ganzen Zahlen A und die Menge B mit {-10,-9, -8...8, 9, 10}.
Bestimmen Sie die Losungen folgender Aussagen als Aufzihlung und unter Verwendung der Eigenschaften bzgl.

der ganzen Zahlenmenge:
a) AN B b) AUB ¢)AB d)B\A

3) Gegebensind die Menge A = {T eR|42<x< 5(}} und die Menge B der durch 7 teilbaren natiirlichen Zahlen

(kleiner 45). Bestimmen Sie die Losungen (2 mal Aufzihlung und 2 mal Eigenschaften):
a) AN B b) AURB c)AB d)B\A

Vorkurs - WS 2019/20 Torsten Schreiber 28



Welche neuen Begriffe habe ich kennen gelernt?

R

€S

o>

Vorkurs - WS 2019/20 Torsten Schreiber 29
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Wiederholung

Diese Fragen sollten Sie ohne Skript beantworten konnen:

Wie kdnnen Sie effektiv eine Zahl mit 32 multipizieren?

Was wird bei der Inklusion gesucht?

Wann ist ein Ausdruck transitiv, wann reflexiv?

Welche Symmetriearten kennen Sie?

Wie beweisen Sie, dass zwei Mengen identisch sind?

Welche Objekte werden durch die ODER-Verbindung gesucht?
Warum ist die UND-Verbindung fiir die Negation wichtig?

X N X X X X X

Wie schlieen Sie eine Zahl aus einer Menge aus?



1)

2)

AUFGABEN

Gegeben sind die Menge A mit A = {—6; —4; —2;0; 2; 6; 14; 16; 18; 20; 22; 26} und
die Menge B der ganzen Zahlen (groBer gleich -10 und kleiner als 33), die durch 4

oder durch 10 teilbar sind.
Bestimmen Sie die Losungen (2 mal Aufzdhlung und 2 mal Eigenschaften):

a) AnB b) AuB c) A\B d) B4

Gegeben sind die Menge A der natiirlichen Zahlen (gréfler 7 und kleiner gleich 22),
die durch 2 oder 3 oder durch 5 teilbar sind und die Menge B der nicht durch zwei

teilbare Zahlen im Intervall von |6; 24].
Bestimmen Sie die Losungen (2-mal Aufzdhlung und 2-mal Eigenschaften):

a) AnB b) AUB ¢) A\B d) B\

Vorkurs - WS 2019/20 Torsten Schreiber
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ZAHLENMENGEN

N - Naturliche Zahlen
/ - Ganze Zahlen

0 - Rationale Zahlen

R o Reelle Zahlen

C -  Komplexe Zahlen

Vorkurs - WS 2019/20

{12:3..}
{..-2-1;012..}
%;aDZ d»02\{o}

Endliche Nachkommastellen, Periode

;..

Unendliche Nachkommastellen

z=a+b@0i=+/-1

Torsten Schreiber
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KARTESISCHES PRODUKT

Das kartesische Produkt wird mittels Kreuzprodukt aus beliebigen Mengen gebildet,

wobei jedes Objekt der linken Menge mit jedem weitern Objekt tGbrigen Mengen
kombiniert wird.

Als Ergebnis entsteht ein n-dimensionales Tupel X = (xl,xz,x3 ..... xn) :
Die entstehende geordnete Punktmenge ist nicht kommutativ.

Der Euklidische Vektorraum lasst sich als kartesische Produkt somit wie folgt
darstellen: R3 = R X R X R = (xq, x5, x3)

Beispiel: A:{a;b;c} B = 1;2;}
2} (b1 (

Vorkurs - WS 2019/20 Torsten Schreiber
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GESETZE / ZUSAMMENHANGE

Kommutativgesetz:
Assoziativgesetz:
Distributivgesetz:
De Morgan:
Komplement:

Absorption:

AnB=BnA
Am(BmC):(AnB)nC
(AnB)O(ANC)

An(BOC)

AnB=AOB
AnAa={}
An(AOB)=A

Zusammenhange zwischen A;{ };Q

Neutrales Objekt:

Vorkurs - WS 2019/20

N: An A=A
[: AOA=A
AnQ=A

Torsten Schreiber

AOB=BOA
Ad(BOcC)=(a0B)OC
AO(BnC)=(A0B)n(aTC)
AOB=AnB

AOA=Q

AO(AnB)=A

AnQ=4 An{}={}
A0Q=Q AO{}=4

AO{}=4
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AUFGABEN

Beweisen Sie die folgenden Ausdriicke unter Benennung aller angewandten Gesetze

1) Das Absorptionsgesetz A N (A ] B) =A

2) Veranschaulichen Sie das De Morgangesetz An B = A OB in einem
Vennschen Diagramm

3) Vereinfachen Sie die Robbinsgleichung: ADBO AOB

Vorkurs - WS 2019/20 Torsten Schreiber
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KLASSENEINTEILUNG / ZERLEGUNG

Man spricht von einer Klasseneinteilung, sofern sicher gestellt werden kann, dass
jedem Objekt aus der definierten Welt einer Klasse (Untermenge) zugeordnet
werden kann.

UND-Verknipfung:

Die UND-Verbindung zwischen jeder Klasse muss jeweils die leer Menge als Losung
haben. Man spricht dann von disjunkten Mengen.

ODER-Verknipfung:

Die ODER-Verbindung zwischen allen Klassen muss zu einer Menge flihren,
die alle Objekte der definierten Ausgangsmenge enthalt.

Beispiel: Alphabet
UND-VerknUpfung: Konsonat n Vokal :{ }
ODER-Verknlpfung: Konsonat 1 Vokal = Alphabet

Vorkurs - WS 2019/20 Torsten Schreiber 37



POTENZMENGE

Eine Potenzmenge ist eine Ansammlung von allen moéglichen Teilmenge basierend
auf einer beliebigen Menge A.

Da jedes Objekt der Ausgangsmenge zwei Moglichkeiten besitzt, namlich zu der
Teilmenge zu gehoren oder nicht, besteht jede Potenzmenge aus 2" Untermengen.

Die Teilmengen existieren von der Lange Null (leere Menge) bis zu der Lange n
(Anzahl der Objekte in der Ausgangsmenge).

Beispiel: A= {a b; c; d}

f

af:{bt:{ck{d}:

bY{as ch{a dbi{b: chi{pral{ca):
by ch{as by db{a; ¢ df:{b; e; d;
by c

.d} J

Vorkurs - WS 2019/20 Torsten Schreiber 38
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P(A)= 2" =2% =16 Untermengen

N

QQQ

i
{
{
{
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1)

2)

3)

4)

5)

AUFGABEN

Welche der folgenden Aussagen Uber eine Potenzmenge P(A)und einer Menge A
sind wahr bzw. falsch (Begriindung)?

a)AOP(A)  hADP(A) of yaopr(a)  af }oP(4)
f{atop(a)  ofatop(a)  off Bor(a) w Bora)

Bilden Sie die Potenzmenge basierend auf der Menge A = {D;OO;H}

Beschreiben Sie alle ganzen Zahlen zwischen -5 und 10, die durch drei aber nicht
durch 4 teilbar sind.

Definieren Sie die natiirlichen Zahlen gréRer gleich vier und kleiner 50, die durch
4 und durch 7 teilbar sind.

Gegeben sei die Menge M aller Studierenden an der Hochschule Fulda in Form
der Matrikelnummer. Gesucht ist die Menge der Studierenden, wo die
Quersumme der Matrikelnummer gréofZer 15 ist.

Vorkurs - WS 2019/20 Torsten Schreiber 39



Welche neuen Begriffe habe ich kennen gelernt?

Kartesisches
Potenzmenge Produkt
N,Z,QR,C Euklidischer
Vektorraum
G

idempotent

Vorkurs - WS 2019/20 Torsten Schreiber 40
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Wiederholung

Diese Fragen sollten Sie ohne Skript beantworten konnen:

Zu welchen Zahlenmengen gehort jeder Bruch?

Warum benotigt man die imaginare Achse?

Warum ist das kartesische Produkt nicht kommutativ?

Wie macht man eine als Relation definierte Funktion umkehrbar?
Wie entsteht der Euklidische Vektorraum?

Welche Gesetze gibt es in der Arithmetik?

Wie Uberpruft man eine Klasseneinteilung einer Menge A?

X N X X X X X

Was versteht man unter einer Potenzmenge?



KOMPLEXE ZAHLEN I

Jacques Hadamard (1865-1963)

Die kiirzeste Verbindung zwischen zwei Aussagen iiber reelle Zahlen fiihrt iiber komplexe Zahlen.

z=a+blli= \/__1 Imaginarteil b { ------------- ’
7N

Realteil Imaginarteil

1

Realteil a

Vorkurs - WS 2019/20 Torsten Schreiber 43



KOMPLEXE ZAHLEN II

(a/b)=(r/a)

L r a = Ankathete
Imaginarteil b
a b = Gegenkathete

! r = Hypothenuse

\ 4

Realteil a
C 4>0Cb>0= x=0n
>S0Ch<0 =27
Betrag: r =va’ +b’ Argument: a’:arctan2+x—< ¢ =
a a<0Lb>0=x=T71
a<0Lb<0=>x=r7

Vorkurs - WS 2019/20 Torsten Schreiber 44



KOMPLEXE ZAHLEN Il

Entscheidungsbaum fiir das Argumentvonz =a + b -i

a<07?
JaNein
b<0? b<0?
JaMein Ja’/\:}ein
X=1% X =T X =2r x=0

Anmerkung:

Wenn die komplexe Zahl direkt auf einer Achse liegt, also eine der Koordinaten
null ist, miissen Sie fiir das Argument immer ein Vielfaches von 90° nutzen.
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KOMPLEXE ZAHLEN Il

Potenzen des Imaginiirteils i

0+4B _ 0 40 _ 4 V' — 1 qn —

I =i [ —l[ﬁl ) =10" =1 = EXPmod4 =0
0 = G =it ) =i = = EXPmod4 =1

i =ittt = (\/‘_1)2 [6’4) =(-1)0"=-10 = ExPmod4 =2
i = :(J‘_l)zﬂﬁﬁf4)n =(~i)a" =i — EXPmod4 =3
Beispiel:

(3+2i)+(7-5i)=(3+7)+(2-5)i =10-3i

(3+2i)0(7 -5i) = (307) + (300—5i)) + (20 [7) + (2 [{-50)) = 21 -15i +14i =10i> =31 i
213 (3 +2i) = =20 (19 +12i +4i%) = —2i [(5 +12i) = 24— 10i
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KOMPLEXE ZAHLEN IV

Darstellung einer komplexen Zahl:

v'Kartesische Darstellung: z=a+bli
v'Trigonometrische Darstellung: Z=r [(cos(a) +i[sin(a))
v Exponentielle Darstellung: - = @@

Beispiel: z=3-41Ii
reJF 14 =25 =5 z = 5[(cos(307) +i [sin(307))

a = arctan(—gj +360 = 307° z =50

Vorkurs - WS 2019/20 Torsten Schreiber
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KOMPLEXE ZAHLEN V

Die konjugiert komplexe Zahl:

Um den Imaginarteil einer komplexen Zahl zu beseitigen , wird mittels des 3. Binoms
der Ausdruck erweitert (konjugiert komplexen Zahl).

z=a+bi=>z=a-bi

z[E = (a+bi)[ﬂa—bi)= a’ —(bi)2 =a’-b*i’=a’ —(—b2)= a’+b’

Betrag: z=2-5i=>z=2+5i

r=vz I = /2502 +5i) =422 +5% =429

e A oA P .2 1
Division: 9-2; 6 [ _ 27 —6i—9i+2i _ 25-15i =§—§i =05-15i
3+i 3—i 32 -2 10 2 2
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AUFGABEN

Berechnen Sie die folgenden Terme und geben Sie die Losung mittels kartesischer
Form an. Bestimmen Sie zusatzlich den Betrag und das Argument.

1) (1-2i) d(3-i)f2i +6) 0]

3+2i+ —12-3i
4—1i 2i -3

2)

3)  (2+3i) @2(1-2i) G°

Vorkurs - WS 2019/20 Torsten Schreiber
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KOMPLEXE ZAHLEN VI

Die Potenz einer komplexe Zahl:

Kartesische Form: (a + bi)™ = (a + bi) - (a + bi) - ---- (a + bi)
Berechnung via Binom oder Pascal‘sche Dreieck

Trigonometrische Form: |r - (cos(a) + i - Sin(a))]n

Berechnung mittels der Formel von de Moivre

r’. (cos(n ca)+i-sin(n-: a))

Exponentielle Form: — [r-e"®]"

Berechnung mittels der Potenzgesetze

= . (ei-a)n — . en-(i-a)
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KOMPLEXE ZAHLEN VI

Beispiel: z3 = (3 —4i)3, r =432+ (—4)2 =5, a = arc tan (—g) + 2w = 307°

Kartesische Form: (3—4i)3=((3-4)?-(3 -4
(=7 —24i) - (3 — 4i)
—21 4+ 28i — 72i + 96i% = —117 — 44i

Trigonometrische Form: [5 : (cos(307°) +1i- Sin(307°))]3
53 - (cos(3-307°) +i-sin(3-307°))
125 - (cos(201°) +i- Sin(201))

Exponentielle Form: [5 . ei.307o]3
53 . (el-307°)3 — 125 . eg.(307o_l) _ 125 . egzl.l
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KOMPLEXE ZAHLEN Vil

Die Wurzel einer komplexe Zahl:

Wahrend es beim Potenzieren einer komplexen Zahl nur eine Losung gibt,
entstehen beim Ziehen der n-ten Wurzel stets n-1 Lésungen.

Moivre‘sche Formel: Nz ="%r- [cos (a+ik'n) +i-sin (a+ik'n)]

k=012..(n—1)
Sobald k = n gilt wiederholen sich die Losungen

Beispiel: zd=—-1=z=V-1mitr=1unda=nmn

k=0:2z,= V1- :cos(%)+i-sin(%)]

k=1:21=‘{/T'_cos )-I—lSlTl

)

() (25
=2 VT () 4 ()
() -

+6)
4

S
S

S)
|

k=3:23=‘{/T-_cos )-I—lSlTl
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KOMPLEXE ZAHLEN IX

Die Wurzel einer komplexe Zahl:

Wahrend es beim Potenzieren einer komplexen Zahl nur eine Losung gibt,
entstehen beim Ziehen der n-ten Wurzel stets n-1 Lésungen.

. a+2kmT

Polarform: Nz = \rellat2kn) = .ol Ty

k=012..(n—1)
Sobald k = n gilt wiederholen sich die Losungen

Beispiel: zt=-1=z=V-1mitr=1unda=n
k=0:z, = ‘{/T'ei'%
k=1: 2z = T-e' %
k=2:2z,= V1-e"+

7T

k=3:2z3 = V1-eis
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KOMPLEXE ZAHLEN X

Grafische Darstellung der Losung zu z* = —1:

e Aufgrund des imaginaren Raums, entspricht die Anzahl der Lésungen

dem Grad der zu ziehenden Wurzel.
Im

1.0

l_l,u:» 4 < Re
-0.5}
-1.0}

-

-10 <05 00 05 1.0

» Grafisch entsteht bei der Verbindung der Lésungspunkte ein Kreis,
wobei der Radius identisch mit dem Betrag der komplexen ist.
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AUFGABEN

Berechnen Sie die folgenden Terme und geben Sie die L6sung mittels
exponentieller und trigonometrischer Form an.

Bestimmen Sie zusatzlich den Betrag und das Argument.

4 DEG | 0° | 30° | 45° | 60° | 90°
1. (2i—+3) - (4+0,50)3

RAD | ox | 1 1 1 1
3

& (4 |3" | 2°
2. z° =32i SIN | o T |1 |1 -] 1
= |=¥2 | z¥3
2 2
3. Bestimmen Sie die kartesische Form zu cos| 1 |11 2 |0
.. 2T | 2 2
z=16" (cos(150°) +1i- Sm(150°))
. TAN | 0 (1 =| 1 3
auf zwei Arten. 3V3 ¥
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Welche neuen Begriffe habe ich kennen gelernt?

I .E Imaginarteil
_ Betrag
kartesische Realteil

Darstellung

trigonometrische
Darstellung

Erweiterung

: 3. Binom
exponentielle

Darstellung

Eine handvoll S EXP mod 4 =?

von Schreiber
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WIEDERHOLUNG

Diese Fragen sollten Sie auch ohne Skript beantworten konnen:

Woflr benotigt man eine imaginare Achse?

Wie wird eine komplexe Zahl definiert?

Was versteht man unter dem Betrag / Argument?

Worauf muss bei der Berechnung des Winkels geachtet werden?
Was hat die Modulo-Operation mit den komplexen Zahlen zu tun?
Welche Winkel haben komplexe Zahlen auf den Achsen?

Welche Darstellungsformen hat eine komplexe Zahl?

LN X X X X X

Auf welche Arten werden komplexe Zahlen dividiert?
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AUFGABEN

Berechnen Sie die folgenden Terme und geben Sie die Losung als z = a + bi an.
1) Ri—5)-[@Bi+4)—2-(i—4)]
2)4-(1i-3)-B+1D)—-({—-2)-(5+1)

3) 4i8 - (4i —2iM) - [(@3 + 20) - (4i + 1)]

4) 15i11 — 3i - (2i7 + 2i®) + 6i - (2i — 5i'°> + 3i°)

3-2i 3i+4 3i+19
i-1 1-2i 10

6) (=5i°% + 4i'7)3 — (4i'° + i*°)*

5)
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KLAUSUR-AUFGABEN

Berechnen Sie die folgenden Terme und geben Sie die Losung als z = a + bi an.

. . PN
Z:5lm3+9l)_(4l 3) ZZ_(6Z_4)|}:12l+9

201> Gi+)>  (1-30)
2014: 8-z=02+i)*— (3 —4i)-(3+ 4i)
7
2013: 23 =222 ({2 - 3i) + 32 [{3 + 4i) z=—c1%[(3 - 2i%)* — 1]
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AUSSAGENLOGIK

Sprache y,
Wahrheitsbelegungsfunktion -
stk ki
® of I™ Aussage

Aussage:
Eine Aussage ist ein Satz der eindeutig als wahr oder falsch klassifiziert werden kann.

Aussageform:

Eine Aussageform A(x) ist ein Satz der mindestens von einem flexiblen Zustand bzw.
einer Variablen abhangig ist und dadurch zu einer Aussage wird.
Wahrheitsbelegungsfunktion:

Es handelt sich um eine einstellige Funktion, die einer beliebigen Aussage den Wert
,wahr“ oder ,falsch” zuordnet.

Beispiel:

Wahre Aussage: 40+2 =42
Falsche Aussage: V=42 00
Aussageform: x+42=0
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LOGISCHE OPERATOREN

Negation:

— Konjunktion:

— Disjunktion:

Subjunktion:

- >4 —-20$0—=2 70

Bijunktion:

Vorkurs - WS 2019/20

-W)=F
“(F)=W
C|lw/|F
ww]|F
F F F
Clwi-F
wlw/|w
Flwl/|F
Sl wiF
wlw]|F
Flw/|w
o | w | F
wlw]|TF
F F | w

Torsten Schreiber
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GESETZE

Kommutativgesetzz ~ aLb=bLCa aCb=bLa
Assoziativgesetz: aC(pCc)=(alb)Ce aC(pCc)=(aCh)Cc
Distributivgesetz: aO(pOc)=(a0b)0(a0c)  aC(Cc)=(aCh)C(aCc)
De Morgan: ~(aCh)==alC-b ~(aCh)==al-b
Absorption: aC(aCh)=a aC(aCh)=a
Idempotenz: ala=a ala=a

Neutralitst: aCW=a aCF=a

Ubergewicht: aCF=F aCW =W
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ZUSAMMENHANGE

Tertium non datur:

Widerspruch:

Doppelte Negation:
Subjunktion:

Bijunktion:

Kontraposition:

Vorkurs - WS 2019/20

aC~a=W

aC-a=F

~(-d)=a

a - b=(~alCb)

a o b=(a-b)0p - a))
a o b=((a0b)0(~aO-b))

Torsten Schreiber
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BEGRIFFE

Prafix (lat. prae ,vor” und fix , fest“):
Ist in der deutschen Sprache eine sogenannte Vorsilbe und beschreibt in
der Mathematik ein Objekt, dass sich vor einem Term o0.3. befindet.

Ein Prafix vor einer Einheit gibt z.B. Auskunft dariber mit welcher
Zehnerpotenz zu multiplizieren ist (1 GB = 1 GigaByte = 1 - 10° Byte)

Infix (lat. in ,hinein” und fix , fest”):
Ein Infix steht also innerhalb eines Ausdruck.
Dadurch existieren die Operatoren der Arithmetik in der Infix-Notation (73 — 42)

Postfix (lat. post ,nach” und fix , fest”):
Ein Postfix steht also stets hinter einem Term oder Ausdruck.
So ist z.B. das Gleichheitszeichen ein Postfix dar (73 — x = 42)

Vorkurs - WS 2019/20 Torsten Schreiber
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WAHRHEITSTABELLEN

In einer Wahrheitstabelle werden alle moglichen Szenarien einer Schaltung
abgebildet und durchgespielt.

Die positiven Ergebnisse werden als Erfillungsmenge der Aussage E[A] bezeichnet.

Mit n Eingangen kdnnen2” verschiedene Eingabemuster erzeugt werden, wobei in
den jeweiligen Zeilen stets 2" %"’ mal wechselnd WAHR bzw. FALSCH steht.
Die folgenden Zeilen werden analog oder durch Halbierung der Muster gebildet.

Beispiel: 3 Eingabevariablen = 8 verschiedene Eingabemuster
a W W W w F F F F
b W W F F W w F F
c " F \" F " F w F

E[A]
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BEISPIEL EINER SCHALTUNG

Schaltung: a
b C
— — — *
_c
c C

Wahrheitstabelle: [(a [b) o (—-b [c) - C EA] = Bool’ \{(FWF)}
a w|lw | w|w]|F]|F|F]/|F
b wW|w|F|[F|wW]|wW]|[F]/TF
c w|F|[w|F|w]|F|[w]|F
alb wlwl|lFr|F]F]|F|]F]|F
~b FlFlw]lw]F[F|w]|w
~bc W F|[w|lw]|w]|F|[w]|lw
(@Ch) o (=bCc) wlFr[F|F]F[wW]|F]|F
(aCd) o (w6 | W W[ W [Ww][Ww][F|w]|w
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AUFGABEN
1) Bestimmen Sie die Erflllungsmenge der folgenden Aussagenverbindung.
a) Ap.q.r)=(p - (q0n)0~(pOr) - =p

b)  A(p,g,r)==(p » (qCLr)L(p - rLq)

2) Andreas, Benedikt, Carolin und Dora sind auf eine Party eingeladen:
v" Wenn Andreas geht, dann geht auch Benedikt.
v’ Carolin und Dora gehen nicht beide.
v" Von Andreas und Dora gehen mindestens einer.
v" Wenn Benedikt oder Dora geht, dann geht auch Carolin.

Wer geht auf die Party?
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AUFGABEN

3) Geben Sie zu den folgenden Schaltungen die Erfillungsmenge an.

a) Z C
C N EE——
. *
@
C e d
a
b) b o
L
g
- e
I
d—9 L
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Welche neuen Begriffe habe ich kennen gelernt?

éahrheitsbelegungw;
Wahrheitstabelle E[A] = BOOL"

.m prafix, infix, postfix

Tertium non datur
Bijunktion
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Wiederholung

Diese Fragen sollten Sie ohne Skript beantworten konnen:

Worin liegt der Unterschied zwischen Aussage und Aussageform?
Was versteht man unter Sujunktion (Aquivalenzformel)?

Was untersucht man bei der Bijunktion?

Welche Operatoren stammen direkt aus der Mengenlehre?

Wie erzeugt man alle moglichen Eingangsmuster einer Schaltung?
Was untersucht man mit einer Wahrheitstabelle?

Was beschreibt die Erfullungsmenge einer Aussage?

X X X X X X

Wann benutzt man den Ausdruck Bool?



Geben Sie die Erfullungsmenge an und ggf. die Aussage bzw. die Schaltung.

AUFGABEN

1) Z L
L
C g
4L
2) “(aebVc)eocAh-a-b
3) X—=>—ayNzZeozZVax oy

Vorkurs - WS 2019/20
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FORMELKLASSEN

Je nach Art der Erflillungsmenge kann der Ausdruck/ die Schaltung klassifiziert werden.

Tautologie (allgemeingiiltig):
Die Erfillungsmenge der Aussage ist Bool", d.h. die Lampe brennt immer.

Beispiel: A(p,q) =plg - p=> E[A] = Bool*

Kontingenz (erfillbar):
Die Anzahl der Erfillungsmuster liegt in[l; (n —1)], d.h. die Lampe brennt manchmal.

Beispiel: Ala,b,c)=al (b - ~alc) « b= E[A]l={(www),(FFW),(FFF)

Kontradiktion (ungiiltig):
Die Erfillungsmenge der Aussage ist{ } , d.h. die Lampe brennt nie.

Beispiel: A(x,y)Z(x[—-X)E(y[ﬂy - X o )’):> E[A]:{ }
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IMPLIKATION / AQUIVALENZ

Implikation (Folgerung):

Soll ein Ausdruck 2 die Folgerung aus einem Ausdruck 1 sein (A1 - A2) ,wird mittels
Wahrheitstabelle die Subjunktion gepriift.

Stellt diese Subjunktion eine Tautologie dar, so handelt es sich um eine Implikation.

A=(A - A):E[A]=Bool" also A = A,

Aquivalenz (Gleichheit):

Soll ein Ausdruck 1 gleichwertig mit einem Ausdruck 2 sein(A1 o A2) ,wird mittels
Wahrheitstabelle die Bijunktion gepruft.

Stellt diese Bijunktion eine Tautologie dar, so handelt es sich um eine Aquivalenz.

A=(A o A):E[A]=Bool" also A = A,
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AUFGABEN

Bestimmen Sie die Erfillungsmenge der folgenden Aussagenverbindung.
Geben Sie anschlieRend an, um welche Formelklasse es sich handelt (Begriindung).

1) A(p,q,r)=p - (qCr) « =2 (gCr) - =p
2) A(p,g.r)==(p - (qCr)C(Lr

3) A, y,z2) =(xCLy)L(~xC2y) »z o xLy - z

Prifen Sie mittels Wahrheitstabelle, ob die Aussage T;(x,y,z) =xCy - z eine Folgerung
aus T, (x,y,z) =xLC(y -» z) darstellt und begriinden Sie lhr Ergebnis.

Priifen Sie mittels Wahrheitstabelle, ob die beiden Aussagen A,(a,b,c):=alb - ¢
und A,(a,b,c):=al (b - c) identisch sind.
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Welche neuen Begriffe habe ich kennen gelernt?

Formelklassen
Kontradiktion

Implikation

Tautologie
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Wiederholung

Diese Fragen sollten Sie ohne Skript beantworten konnen:

Wie erzeugt man eine Formel aus einer Schaltung?

Was versteht man unter einer Formelklasse?

Wann spricht man von einer allgemeinglltigen Aussage?
Wann existiert ein Widerspruch?

Was bedeutet die Kontingenz?

Wann hat man eine Folgerung?

Wozu benotigt man die Aquivalenz?

X N X X X X X

Welche Tricks kann man in der Wahrheitstabelle anwenden?



AUFGABEN

1. Geben Sie die Erfillungsmenge folgender Aussage an und begriinden Sie
die zugrundeliegende Formelklasse. A(p,q,.r) =(rL(p - @) L(=rLq)

2. Prifen Sie ob die beiden Aussagen T,(a,b,c)=alb - c und
T,(a,b,c) = (a - C)E (b - C) identisch sind. Begriinden Sie Ihr Ergebnis.

3. Gegeben sind die beiden Ausdriicke A;(x,y,z) = (xAy)V(XAz)V

(YA z) und Ay(x,y,2) = (X AzZ)V(xAy)
Ist die Subjunktion von A, auf A, allgemeingiiltig?
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ARITHMETIK

Die Klammer sprach: ,,Zuerst komm ich,
Gefolgt vom Punkt und dann der Strich”

O
@
RN ¥,

Torsten Schreiber
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AUFGABEN

1) (b+a-(c-3-d+b-(atc+(b-d))))
2) 16—(3x+y—lz)(lz—3x+y)
2 72

3) x-(2+@B-yt+tz-Q2+x-(y-2)))
4) 42—(2+2x—z)|]z—2x+2)

y y
5 —a+@-(b+5-(c-2+(a+bh)))—-(c—4)
6) 20z -x)~(1+2(4+y—(z+2x)~3(y —2x))

7) —4a+2l(a-3+b-20(a—4b+2)-3[(a—-b))+12b)

~—

Torsten Schreiber
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BINOMISCHE FORMELN |

1. Binom:(a + b)? = a® + 2ab + b?
2. Binom:(a — b)? = a? — 2ab + b?

Methodik:

1. Quadrierung der linken Variablen

2. Das Doppelte von linker mal rechter Variablen
3. Quadrierung der rechter Variablen

Beispiel:
(2x —3y)? = (2x)2 + 2 - 2x - (=3y) + (—3y)*?

(2x — 3y)? = 4x? — 12xy + 9y?
(—4x3 + 2y%)? = 16x° — 16x3y? + 4y*
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BINOMISCHE FORMELN li

3. Binom: (a+b)-(a—Db) =a?*—b?
Beispiel:
(=3x +2y) - (=3x — 2y) = 9x% + 6xy — 6xy — 4Y?
oder einfacher
(=3x + 2y) - (=3x — 2y) = 9x? — 4y?
Anwendungsbeispiele:
* Entfernen einer Wurzel aus einer Summe

e Entfernen des Imaginaranteils einer komplexen Zahl
(konjugiert komplexe Zahl)

Vorkurs - WS 2019/20 Torsten Schreiber
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1)

2)

3)

4)

5)

AUFGABEN

<2y+%x)(x—4y)—8<ix+y)2

(2b-3a)(3a-2b)-(2a-b)?

5—24x h
3+4/2x
>- machen Sie den Nenner rational
2x+5/x-1
Wx-7

2x—8

lim
x~4(3\[§-6]

Torsten Schreiber
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ZUSATZAUFGABEN

17 4.2.26 Dividiere: a) (3az — day + 3bz — dby) : (u +b); -
b) (6u® — 4u®v + Suv +2uv® -~ %) . (2= v); -

) | (18: ~ lﬁm’y-}- lﬂzy’ 8y%) : (3z — 2y);.
d) {4:1: -—3: y+ Ery - 4:ry+5:z - Ezyz ~ y.z +z'*’) [::: - ;r-l- :r)

Ergﬁmende Aufgn'ben T oa ta
.U 4.2.27 Lise die Klammern auf und fﬂ.!.!ﬂ ymehncnfuﬂa ﬂmmmm

a) 3a + (26 — 2a); - ; 4z -3z +y); —2u—+ (3v + 4u);

d)d—e— (d—e); e)3c—da— (2a-3¢); ‘I Sa — (ba + §);

— (b= b—(e—2a+8)+¢
AL w

_ﬁ 4.2.28 .ﬁ-’ﬂzs H'lummern an den gtkmumhﬂm .S'tcﬂ:n s T
ﬂ}ﬂ+'¢—ﬂ' b) 2 -/ u-!—m c} f=—~ s-—d" d)n- 1:'—'d'--—¢~ ——j'"

ﬁ‘! 2.29 MIH liziere aws: . -
a) ?11{3. — -Iu:), b) ﬁy{i’d + 3{:} t} au{: - *y}, d) (wﬁy}(mz H*u]

]'j 4.2.30 Jﬂnmm:ﬂ aus: :
a) 282z — 14ay -+ 35ur; h) 48abe — 12ab + 3ﬁnc, |
) e » 2Tabe -+ iaérd' d) 15uvw + 18uv — 33wz,

f) 4z —(3y+ (2 —4z)-3); h)5u-— 6o — (311- [ﬂu 5u + 31#]);
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ZUSATZAU FGABEN

U 4.2.31 Multiglizieré aus:
a) (22 - 3z)(da - B); . l:} n+ls+r:)(d—:);

- e) (2a— 36 +4¢)(6 '-5-3 d) (5ab—6 - %
: a} 2z — 3:](4:1! ;),m W) f}j ha — i?£=+2f )

f] 24 — 2v + 3w)(u + 4v — Eu-} h) (Ja — B){(6= ~ ﬂy)lﬂw b);

z-3)(z+22-1) k) ﬂwr-ﬂ-yj(y 3}{2.1--}-1’1). S8

U 4.2.32 Klammere dus: g
; 2uz — uy+ 6ve — 3oy b) I;i;hc-l- ﬂbc +E-ud+ EIM -
daz = 12ay — 2czr + Gcy;  d) am+uz+d‘u du— m:-—dz;
e). 2az + 3by — 2ay — br + cx - oy o B T
l' u:—uy-1nz+w—m:—uy+my+ﬂ:+vz . |
5}ul-—~ny bz +3au - buz+ 2zy; h) bz — by n::—tuy;

3:==+B:I'y—2y—z}' e _l)ﬂuhz—uﬂm 4ub+].'

14.2.33 ﬂ:md:&re “ u o, : . :
% Pﬂuw— 18uw + 6uz): 31: | ;b} {Tn:r -+ l!'ﬁny) : Ti; |
24ab: + Jbacd - ]Eﬂu) E-m: B h ™ e

U 4.2.34 ﬂ'twﬂun Ikl
a) [ﬁau — dav — 6bu + 41-1?) S
b) [lﬂu ~ 8a’b + 29ab — Bab® + IW) (4# +35)
¢) (18w? — Ju'v + 2uv? 31-3} (3u —2v); =
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ZUSATZAUFGABEN

U 4.0.1.Lésen Sig die Klammern auf und fassen Sie zusammen:
" B u v (3u- (20 +4u); b) (v~ (2~ ¥)-
U 4.0:2 Klammetn Sie ous: a) 12beg — 20abec -+ 8bed,
- b) ﬁu?—ﬂw-i-ﬁ-lm-%u; ¢) az — uy+bt—__'by.
U 4.0.3’Multiplizieren Sie aus: a) 2¢(3a — 4b); b) (2a - 3b)(4= ~v);
"e) (atdb—c)la-d+ec) | : |
U 4.0.4 DividierenaSie: a) [12acz — 8cy) :'4¢;
b) (3533-2.:“:&— 25;;2 (a+8); -
44 22y + Say + day’ + 20°) < (o + 29).

U Id.z_ﬁ Lisen Sie die Klammern nhf und fassen Sie Zusammen:
a) 2a+ (3b+¢); b) d— 2 — (f — 24); ¢) 4a — 2b — (4a— 3b);
| d)ﬁ_-t{:?t-l— (3z—4e); €) 20— (u—v)—v; f)3aiyb} (a-—2b).

U 4.2.7 Lisen Sie die Klammern auf und fessen Sie zusammen:
a) 2z — 4y — (22 — (¢ + 3y)); by g+ (2f— (g +2f));
c)u—(v—(2ut (u—v) +v)-u); d)a+b—(2a— (b+a]-0).
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ZUSATZAUFGABEN

U 4.2.9 Setsen Sic an den durch ® gekennzeichneten Stellen Klammern: |
a) 2yt 249, b) u—"v— w0t ¢) z—"utv+w; d) "yt u—v' 42 ‘

U ﬂ.i‘! Klammern Sie aus:
a) Sag+ 20ad + 15ac; b) 492z — Mau+ 2z,
¢) 8def — 4deg + 11ade; d) 6ac — 12abe + Ibacg — 18zcx. |

Ty Mﬂmﬁ)m " b) (26— 38)(4e — 5d);
iy - 3u); % — 5d);
’ :; zﬂa++2:1(: 3e)(bu — 3= + 4z); d) (4z — 23)[3"4' %) (a+ b).
{1 4.2.19 Multiplizieren Sie aus: | "

" 2) (4a-+ 35)(8a — 65); b) (5u— 30)(2u-+ dv); ¢) l#—yt )= +y— 2).

o p e e e o L e e T e

{1 4.2.21 Klammern Sie aus: |

a) 8au — Bav -+ 4bu — 3bu; _ b) az — 2ay — 2z + dby; _
t:),lhv—&uy«yh;'—sy; d)ﬂu}-»ilc+"hu~1uﬂ—'2n-l-2cv,-
e) Maz + 14as — Dby -+ 6bz — 2lay — 2ex -+ ey + 6bz — 2ca.

U 4.2.24 Dividieren Sie: - |
a) (2das — 12ay) - 6a; b) (28ux — JovE + 14zy) : Te.
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PASCAL'SCHE DREIECK |

Exponent (n ) (a+5)"
0 1
1 1 1
2 1 2 1
3 1 3 3 1
< 1 4 b 4 1
5 1 5 10 10 = 1
B 1 b 15 20 15 b 1

Elemente in der 7. Zeile:

Ganz links: 1

Nebenan: 7,dennl1+6=7
Nebenan: 21, denn 6+15 = 21
Nebenan: 35,denn 15 + 20 = 35

Somit ergibt sich fiir die 7. Zeile die folgende Struktur:
1-7-21-35-35-21-7-1
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PASCAL'SCHE DREIECK II

Methode des Pascall’schen Dreiecks:

1. Koeffizienten:
Sie gehen an die richtige Zeile des Pascall’schen Dreiecks und schreiben die Koeffizienten mit
einem »+« versehen ab.

2. Linke Variable:

Jetzt nehmen Sie den linken Teil der Summe und notieren diesen in Klammern hinter die
Koeffizienten des ersten Schritts. AnschlieSend schreiben Sie von links anfangend den
héchsten Exponenten minus eins bis zum Exponenten Null Gber die linke Variable.

3. Rechte Variable:

Nun benutzen Sie den rechten Teil der Summe. Diesen Ausdruck schreiben Sie ebenfalls in
Klammern hinter den Term aus Schritt zwei. Weil es ja die rechte Variable ist, fangen Sie jetzt
auf der rechten Seite mit dem hdochsten Exponenten an und enden auf der linken Seite mit
der Null.

Schon sind Sie fertig und kdnnen den entstandenen Ausdruck berechnen und
zusammenfassen.
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1)

2)

3)

4)

5)

AUFGABEN

13 1 2
2x+—)" +(—+x
( 3) (6 )

(2x —i)“ —(4-x)’

(sz —O_’ST _1-16x’
X 16x*

z=(2+i)

z=(2i-0,5)"*

Torsten Schreiber
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Welche neuen Begriffe habe ich kennen gelernt?

m Pascal‘sche
Dreieck
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Wiederholung

Diese Fragen sollten Sie ohne Skript beantworten konnen:

Wo liegt der Unterschied zwischen dem 1. und 2. Binom?
Wie nutzt man das 1./2. Binom zum Kopfrechnen?

Fir was kann man das 3. Binom nutzen?

Was bedeutet das Storprinzip in der Arithmetik?

Was bewirkt ein Parameter in einer Funktionenschar?
Was ist eine Tautologie in der Arithmetik?

Wie hangt der Koeffizient mit der Variablen zusammen?

X N X X X X X

Was ist die Nullform einer Gleichung?



AUFGABEN

a) (2x—0,1y)? 1) 3m2y+%x)(%x-2y)-4mgx+3y)2
y

=S

(ax + 3y)?

2) (3b-ab)(3b +ba) - (a-2b)?
¢ (2x —0,5xy)(0,5xy + 2x)

2
3
d) <2cd—zd> ) 3Jx +2 )
1++/3x
% 2 >- machen Sie den Nenner rational
o (3+20) g Y2
2/3x -4
f) 1 0,1 0,1 +1 -
3Xx— 01y {01y +5x
5 lim| —2*%9
g (i —1)* x--3 6-2:3-2x
h) (0,4i + 8)°
2 _4x-12
. 1 1 lim| =
T e I ]
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TEILBARKEIT

Eine ganze Zahl a ist dann durch eine ganze Zahl b teilbar, wenn das Ergebnis g der
Division ebenfalls eine ganzen Zahlen ist, so dass man die Teilbarkeitsrelation wie
folgt definieren kann:

={(a,b)0ZxZ|b=ql;q0 7}

In der Mathematik nutzt man anstelle von (a, b) € | primar die Infix-Notation a|b
(gesprochen: a teilt b).

Daraus ergeben sich die folgenden Regeln / Zusammenhange:

* Transitivitat: alb Ab|c - alc

» Kirzbarkeit: c-alc-b — a|b; c € Z\{0}

* Produktregel: alb Acld —a-clb-d

 Linearitat: alb; Aalb, —salm-b;+n-by,;mneZ
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DIVISION MIT REST

Bei einer ganzzahligen Division mit Rest werden zwei Zahlen a,b € Z mita + 0
betrachtet. Bei der Division entstehen immer zwei eindeutige Zahlen p,q € Z, so
dass die groBere Zahl b stets als Produkt + Rest beschrieben werden kann.

b=q-a+r mit 0<q <|al
L . 2. b
Als ganzzahlige Division von b und a erhalt man demzufolge g und es gilt: -2 = q

Diese Definition des Rests haben wir bereits auf Seite 7 mit der Modulo-Operation
kennen gelernt. Bei der Modulo-Operation erhalten wir nur den Rest der Division.

Beispiel: a=8;b=115
115=1124+3=14-8+3=>qg=14,r=3

Es gilt demzufolge: 1—185 = 14 und 115 mod 8 = 3
Z

Vorkurs - WS 2019/20 Torsten Schreiber

98



GRORTER GEMEINSAMER TEILER

goT: grolRter gemeinsamer Teiler:

Beim grofSten gemeinsamen Teiler sucht man die groRtmaogliche natiirliche Zahl,
die zwei oder mehr Zahlen ganzzahlig teilt.

Es gibt a, b, d € Z fur die gilt d|a und d|b, wodurch d ein gemeinsamer Teiler
von a und b sein muss.

Wenn jetzt fir jeden anderen gemeinsamen Teiler ¢ von a und b gilt, dass c|d,
dann ist d auch der grolite gemeinsame Teiler von a und b:

d =g9gT(a,b)

Haben zwei Zahlen als groBten gemeinsamen Teiler nur die eins, so dass
99T (a,b) = 1 gilt, so sind die Zahlen teilerfremd.
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KLEINSTES GEMEINSAMES VIELFACHES

keV: kleinstes gemeinsames Vielfaches:

Das kleinste gemeinsame Vielfache ist das Pendant zum zuvor definierten ggT.

Es wird hier eine moglichst kleine natirliche Zahl gesucht, die das Vielfache
zweier Zahlen darstellt.

Es gibt a, b, d € Z fur die gilt a|ld und b|d, wodurch d ein gemeinsames
Vielfaches von g und b sein muss.

Wenn jetzt fir jedes andere gemeinsame Vielfache ¢ von a und b gilt, dass d|c,
dann ist d auch das kleinste gemeinsame Vielfache von a und b:

d =kgV(a,b)

Flr die Berechnungen des ggT(a,b) und auch kgV(a,b) nutzt man u.a. das
Verfahren der Primfaktorzerlegung.
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PRIMFAKTORZERLEGUNG |

Primzahl:

Eine naturliche Zahl p > 1 ist eine Primzahl, wenn sie nur durch 1 und sich
selbst teilbarist: P ={2;3;5;7;11;13;17;...}

Primfaktorzerlegung:

Eine naturliche Zahl p > 1 kann als Produkt von Primzahlen dargestellt werden.
Sortiert man diese Primfaktoren, so erhadlt man die kanonische Darstellung.

P=DP1"DP2°"P3" " " Pn

Fir die Zerlegung faktorisiert man die Ausgangszahl und startet bei der
kleinsten Primzahl und fass anschlieBend gleiche Faktoren zusammen.

504 =2-252=2-2-126=2-2-2-63=23-63
63=3-21=3-3-7=3%-7

= 504 =23.32.7
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PRIMFAKTORZERLEGUNG I

Anwendung auf ggT(a,b) und kgV(a,b):

Im ersten Schritt zerlegt man die zu betrachtenden Zahlen in deren Primfaktoren.

160=2-:2:2-2-2-5=2>.5
144 =2-2-2-2-3-3=2%.32

goT - Bestimmung:

Zur Berechnung des ggT fasst man die gleichen Primfaktoren als Produkt zusammen:

= ggT(160,144) =2-2-2-2 =16

keV - Bestimmung:

Zur Berechnung des kgV nimmt man die am haufigsten vorkommenden Primfaktoren
und setzt diese zu einem Produkt zusammen:

= kgV(160,144) = 25-32.51 =32.9.5 = 1.440
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AUFGABEN

1. Zerlegen Sie die gegebenen Zahlen im ersten Schritt in deren Primfaktoren und
bestimmen anschlieRend den groRten gemeinsamen Teiler ggT sowie das
kleinste gemeinsame Vielfache kgV.

a) a=3.528Lb=3.780
b) a=776.160Lb =2.494.800

c) a=1.008Lb=1.080L c=2.940
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EUKLIDISCHER ALGORITHMUS

Mit Hilfe des Euklidischen Algorithmus, kann man den ggT(a,b) einfach bestimmen.

Esgilta,b € Zmita > 0

1. Berechnung der ganzzahligen Division mitRest: b =q-a+r mit 0<q < |a|

2.1.Istr # 0, dann ersetze b := a und a = r und Starte wieder bei 1.
2.2. Istr = 0, dann ist a der gesuchte Wert vom ggT(a,b).
Beispiel: ggT(1.264, 616)

1.264 =2-6164+ 32

616 =19-32+8

32 =4-84+0

= ggT(1.264,616) = 8

Vorkurs - WS 2019/20 Torsten Schreiber 104



AUFGABEN

1. Wenden Sie bei den folgenden Aufgaben den Euklidischen Algorithmus an und
bestimmen somit den ggT.

a) a=840Lb=980
b) a=975Lb=2.340

c) a=96.096Lb=1.092
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Welche neuen Begriffe habe ich kennen gelernt?

Asymptote
ggT Hyperbel

Faustregel Primfaktorzerlegung
Grenzwerte
Art der
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Wiederholung

Diese Fragen sollten Sie ohne Skript beantworten konnen:

Was wird durch das +/- im Exponenten eines Grenzwerts beschrieben?
Was versteht man unter einer Asymptote?

Wann nutzt man das Pascal‘sche Dreieck?

Warum nennt man es auch Koeffizientenstruktur?

Wie funktioniert die Primfaktorzerlegung?

Was ist das kgV und was das ggT?

Wie definiert man die Teilbarkeit (ohne Modulo)?

Was macht der Euklidische Algorithmus?

X N X X X X X



1)

3)

5)

6)

Vorkurs - WS 2019/20

AUFGABEN

2. (2x — 0,5y)° 2) Bi—2)*-2-(i+3)?-(1-2)*
3x +1 2 —4x
f(x):6+2x 4) f<x):2x—8

Bestimmen Sie den Definitions- sowie den Wertebereich und
skizzieren Sie den Funktionsgraphen.

3 F) = 4—— D) () = ——+ 3

2—X 6 + 3x

Bestimmen Sie das kgV und ggT mittels der Primfaktorzerlegung
und zusatzlich den ggT mittels Euklid.

a) (360;108) b) (1260;1350)

Torsten Schreiber
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POLYNOMDIVISION
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1) Arithmetik:
Vereinfachen Sie folgende Ausdriicke soweit als mdglich]
a) —a+@B-(b+5-(c—-2+(a+b)))-(c—-4)

b) (2y+ %x)(x —4y)- 8(% ¥ }:)2

2) (2a% — 5ab + 10ac + 2b? + 12¢2 — 11bc ): (a — 2b + 3¢)

(8x?y? —14xy* —6xyz+3y* =3xy*z+9yz +2x%*y*z): 2xy -3y)

3) x3—2x>—-5x4+6=0 x*—x3—-7x*+x4+6=0

2x3 — 22x = 8x?% —60 x*+3x3—-13x%2—-27x+36=0
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BRUCHRECHNUNG |

KgV: Kleinste gemeinsame Vielfache

Hier versucht man durch Primfaktorenzerlegung eine Zahl zu finden, die durch
die gegebenen Zahlen teilbar sind.

Dies bendtigen Sie um Briiche gleichnamig zu machen.

5 5 ~ 5:(3:5) 75
56 2:2-2-7 2-2-2-3-5-7 840

11 11 . 11-(2-7) 154
60 2-2-3.-5 2-2-2-3.-5-7 840

ggT: grofBter gemeinsamer Teiler:

Auch hier wird durch die Primzahlen eine Zahl gesucht. Nur diesmal missen die
gegebenen Zahlen durch das Produkt daraus teilbar sein.

Diese Methode wenden wir beim Kiirzen an.

660 2:2-3-5-11 5 5

1848 2-2-2-3-7-11 2-7 14
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BRUCHRECHNUNG I

Hauptnenner:

Damit Briiche addiert bzw. subtrahiert werden kdnnen, miissen diese im ersten
Schritt auf den gleichen Nenner (Hauptnenner) gebracht werden, um
abschliellend die Zahler zusammen zu fassen.

2+3 5 2 8+3 12 53 16+36—15 37
3 2 8 38 212 8 3 24 24

Doppelbruch:

Bei einem Doppelbruch handelt es sich im Grunde genommen um eine Division
von zwei Bruchtermen. Zur Berechnung werden der Zahler / Nenner im ersten
Schritt in einen reinen Bruch umgewandelt und abschliefend wird der Zahler
mit dem Kehrwert des Nenners multipliziert.

4 2 12-10 2
E-3 ~ {15 _i5 2 18 2-2-3:3 6
1.4 2+12 14 15 14 3.5-2-7 35
976 18 18

Vorkurs - WS 2019/20 Torsten Schreiber 113



BRUCHRECHNUNG Il

Eine rationale, endliche Zahl wird in einen Bruch verwandelt, in dem man den
Teil hinter dem Komma als separaten Bruch darstellt und diesen dann mit dem
ganzen Teil der Zahl addiert.

8375—8+0375—8+375—8+3—83—67
’ B ’ B 1000 8 8 8

Handelt es sich um eine periodische Zahl, so wird die Zahl vor der Periode
getrennt und diese dann in einen Bruch verwandelt und mit dem Rest der Zahl
addiert.

4166666666 ... = 4,16 = 41 + 0,06 = = + = = 22>
| T TN 10790 30
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Kirzen Sie die Briche soweit als moglich und geben Sie das Ergebnis als Dezimalzahl an?

1688

c) S

792

48 312
- b) -~
1188 54

Wandeln Sie die gegebenen Dezimalzahlen in einen Bruch um und Kiirzen diesen wenn maoglich.

2,05b) 8,01 c) 1,625

Bestimmen Sie das Ergebnis der Aufgaben, in dem Sie die Briiche erweitern und zusammenfassen.

2 5_|_7_|_2 1(4_'_4) 2 (3 1 5+2 _(3+7)
5 3 2 2 35/ 3 \4 6 23] 4

Fassen Sie den Doppelbruch soweit als moglich zusammen.

4 5 2 4 2 3
7" 6 573 R
9.5 4_10 4 1
14713 513 372



1) Berechnen Sie das Ergebnis mit Hilfe der Binomischen Formeln.

(2x — 4y)* - 2y + x)?

48 - <O 5x? —1>2 — 8<1x — 2y> : <lx + 2y>
’ 3 4 4
2 2
12 - <—§+ 6x> ((3—14x) —2(5 - 2x))

2) Entfernen Sie den Wurzelterm aus dem Nenner.

x—2 NER
5—2-vV3x-5 32x+V4—x

3) Bestimmen Sie die Losung der Aufgaben mit Hilfe des Pascall’'schenDreiecks

(2x — y)° (—%x — 4)4




( %.5.25 Kiirze: a) 498 -14ac+c? b) 28P-63V¢ )9x2—25v2-

M f4a-2c 7 e 12054 36UV 27V IS5y
5 g Becd ]9uz-6u+l £) 27ad+136d e }mx”
* c+2 ° -1 81a%-36F & T
t h) Elxz-—a! .
¥ 7 2ax-3ay
| 5 4§ ] 31 1 1 4
U 4.5.26 Addiere: alz + ¢ - =3 b)"—+—-—+*--'—-;
S . 6§ 1510 7 276 71 .

a b a U-v  u-w o vew a-b a |
EC)E—E’ —9-)-—a+b 2 e) uv uw | vw f}&i-b a-b’
- I 2b+l hy 2P-13V  2u+Sv ) 4x=5 _ 6x+l
28 ¢c7 32" eab ? (Zu-59)7 " Gu-TOv > V 22 ™ 3x 5}
* S S | X 2% 2% -9x
K3+t prcta DT 3g 55 &®

2 I3 38 Z'Sac fab
U &.5.27 Berechne als:isv; bYs5:22: Q) : 2 %)
M 7" 71° 763 12cd
M v B-16v  2u-k
*d)f#_xz dx .eQ- -.6'.: -Gy )
x 7z - Plz 7 el Hu+v) 3U+6Vv
X a i i
vl p* ! b 35
Uta- 5.28 Vereinfache: a)l——;: b) —% <) 30
X y' vaL,kbr—, a
; Yy X b a a-b



Welche neuen Begriffe habe ich kennen gelernt?

Polynomdivision @_;
differenzierbar
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Wiederholung

Diese Fragen sollten Sie ohne Skript beantworten konnen:

Wie funktioniert die Polynomdivision?

Was ist ein Linearfaktor?

Wie addieren / subtrahieren Sie Briiche?

Wie kann man einen gemischten Bruch multiplizieren?
Wie losen Sie einen Doppelbruch auf?

Wie kann man eine Bruchgleichung l6sen?

Woflr nutzt man kgT und ggV?

X X X X X X

Woran erkennt man eine periodische Zahl?



1) P —4x>+30=11x x* —2x? Bx+8)+54x+63=0

2) 2.4 3x_ 5
9 15 4y 3z
i—0,7 £+£
3 6yz 2x

3) — Lt = 709 xzmx—S)mx+5):—12mx+3)

4) Bruchrechnung (8 Punkte):

05 1
2x+3y x2-y?
2) 3 +3y 1 : b) “.5 2}:
X+1 (x+\') ';+2+_-_
5 Xy
a 3
) —+2+—
2u“—-2uv 4 1 3
) — 3t BT
u°—v u B &
6 2a
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AUFGABEN

. Vx — 3x Jy =3+ 2x 3a+4
) 2\/}_5 y+2_3x 2va — 2+ 3V5 —2a
4i — 3 50+ 3 71 —5
2) 2+ i 1—3i 4i — 3
5i 6i—4 1.
3) z=20——- —+—1
3i—-4 2-1 5
5 4
1 ab c
4 2a — ab)* —x — — —
) (2a — ab) <2x 2y> <4C+0,5b>
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POTENZGESETZE

-\

\
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EIGENSCHAFTEN VON POTENZEN

Wichtige Zusammenhange fiir die Potenzberechnung mit rationalem Exponenten:

Polynom:
Der hochste natiirliche Exponent bestimmt den Grad des Polynoms x" +a X" +...+z 4"
Beispiel: X -2 +30° -12 Polynom vom Grade 5
Wurzel:
Der Grad einer Wurzel steht immer im Nenner des Exponenten Q/; =x"

1 2
Beispiel: Vx® = (x2 )3 =x3
Briche: 1
Ein negativer Exponent wird durch einen Positionswechsel positiv x ' =—

X

eispiel. 2 5 1
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AUFGABEN ZU POTENZEN

Vereinfachen Sie die folgenden Ausdriicke mittels der Potenzgesetze.

T R J SN

—3|3} &7
Su*vw)? _ B*rost) (Sabc?)’ _(4_1a_2b0c3)2

2) S1r s ) 2 v w )™ 5) 27y (25xy_3)_2
-2
k[ 2k k R 32 —
3) V4 Va 6) EQZ«/_ )5 ’

(ﬂ;)}k+4 (W)k+3 4x 4
Berechnen Sie folgende Ausdricke und geben die Losungsmenge an.

2
a) Vx' =125 ) (V") =1024 0 12 =025

x
Geben Sie bei folgenden Funktionen den Definitions- und Wertebereich an.

) f(x)=Yx*-9 1) g(x)=502x-8)~ 1) h(x):(x2—4)2
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Welche neuen Begriffe habe ich kennen gelernt?

Grad einer Wurzel

Differenzenquotient

Achsenabschnitt Steigungsdreieck
Doppelbruch
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Wiederholung

Diese Fragen sollten Sie ohne Skript beantworten konnen:

Was bedeutet ein negativer Exponent?

Wie kann man den Grad einer Wurzel noch darstellen?
Wie werden Potenzen potenziert?

Was bewirkt eine Null im Exponenten?

Wann kann man Potenzen addieren / subtrahieren?
Wie l6sen Sie verschachtelte Wurzelausdriicke?

Was verstehen Sie unter der Hierarchie der Mathematik?

X N X X X X X

Was ist ein Polynom vom Grade n?



AUFGABEN

1) (2362 ‘*/;)4 _(L+x3)2

2X

2

S

‘{/ﬁ[ﬁf)zii/?%\/?

g

S P )
o)

3

S

4)




OPERATION / GEGENOPERATION

Im Bereich der Arithmetik wird durch Bildung der abhdangigen Gegenoperation
stets das neutrale Element erzeugt (Multiplikation: 1 und Addition: 0).

Lineare Gleichung:
Mittels einfacher Gegenoperationen und den zugehdrigen neutralen Elementen
wird eine Gleichung nach der Unbekannten freigestellt.

Beispiel: 3[x—-5=4 « 3[x-5+5=4+5 < 3[x+0=9 | +5

3Dc+029@3%5c+029%:15c+0:3©x:3 : 3

Potenzgleichung:
Nach Uberfiihrung des Terms in einen reinen Potenzausdruck wird der Exponent

mittels elementarer Umformungen zum neutralen Element 1 umgewandelt.
3

3 2

2 2\2 3 23
Beispiel: 3\/x2=4@x3=4@(x3] =42 @x32=\/473@x1=\/674:>x=i8
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FUNKTIONSGRAPHEN |

f(x)=2x"-3x> -4

AY
e e
g5 — —

5 — —
A s 3 om 1 6 e
-2 0 2

» Achsensymmetrie

»Ganzrationales Polynom (Grad 4)

f(x)=3x"-2x
AY

N EEEE
5 — i : —_
. X
0 — >
5 _
e i | |

2 0 2

»Punktsymmetrie

» Ganzrationales Polynom (Grad 3)
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FUNKTIONSGRAPHEN i

f(x)=2x3 =23x

AY
porem R B T

10 — -

¥ <

-10 = -
Lasmshessal sisglismal lIIJ
-10 -5 0 5 10 -100 -50 0 50 100
»Achsensymmetrie »Punktsymmetrie
» Hyperbelfunktion » Wurzelfunktion
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DEFINTIONS-/ WERTEBEREICH

Definitionsbereich:
Alle Zahlen, die in einem Ausdruck/ Term eingesetzt werden diirfen, werden mittels
Mengeneigenschaften in Abhangigkeit der zugehorigen Variablen beschrieben.

» Ein Polynom vom Grade n ist stets fiir alle reellen Zahlen definiert.
» Eine Wurzel darf nun aus positiven Termen inkl. der NULL gezogen werden.
» Bei Briichen ist darauf zu achten, dass der Nenner nicht NULL wird.

X

Beispiel:  f(x)=3&/2-x;D={x00|x<2} g(x) = +3,D =0\{-3}
X

Wertebereich:
Die Zahlen, die durch einen Ausdruck/ Term berechnet werden kénnen, ergeben den
Wertebereich einer Funktion (y-Achse).

» Mit geradem Exponenten kdnnen nicht alle reellen Zahlen abgebildet werden.
» Mit ungeradem Exponenten werden alle reellen Zahlen erreicht.

» Bei Briichen/ Wurzeln muss auf Ausnahmen geachtet werden (Definitionsbereich).
Beispiel: f(x)=x*-3x>+2;W ={y00|y=2} g(x) = _ 2 _w=nO \{o}

(e-1)
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AUFGABEN ZU POTENZEN

Vereinfachen Sie die folgenden Ausdriicke mittels der Potenzgesetze.

Iy ,
) e o Ve @ e [k
32xy™)? 8Gah”)’ N | e

3-2n
4(3a3b—2)3 9(2x—1y—2)3 (fl x2 )

2)

Berechnen Sie folgende Ausdricke und geben die Losungsmenge an.

a) () =64 o) ()" =2 0 i =[ 5 j

81

Geben Sie bei folgenden Funktionen den Definitions- und Wertebereich an.

) f(x0) =3 32 1) g(x)=3[@x2—7x+12)‘5
\/x_

Vorkurs - WS 2019/20 Torsten Schreiber 134




Welche neuen Begriffe habe ich kennen gelernt?

Punktsymmetrie

Gegenoperation
o Achsensymmetrie
Wertebereich

Definitionsbereich
’ Abrtclefn dlftr' Arten der
yperbeiiunktionen Wurzelfunktionen
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VORKURS

27.09,2019

Torsten Schreiber



Wiederholung

Diese Fragen sollten Sie ohne Skript beantworten konnen:

Was bedeutet der Begriff Gegenoperation?

Wie Losen Sie eine Gleichung mit einem hoheren Operator?
Wann sprechen Sie von einer Funktion?

Auf welcher Achse wird der Wertebereich abgetragen?

Was darf hinter einem Logarithmus nie stehen?

Welche Einschrankungen gibt es in der Mathematik noch?
Welche Arten der Symmetrie kdnnen Funktionen besitzen?

X X X X X X

Was ist eine Hyperbel und welche Varianten gibt es?



Wiederholung

Diese Vokabeln sollten Sie kennen und erklaren kbnnen:

TRANSITIV DISJUNKT TAUTOLOGIE

DE MORGAN IMPLIKATION ANTISYMMETRIE
REFLEXIV ZERLEGUNG FUNKTION
DOPPELBRUCH KONTRADIKTION DISTRIBUTIV

BIJUNKTION EXPONENT BINOM



AUFGABEN

0,5 1

- - 3\/ 2 5

a) 5 2);)6 b) \/;DX EU\/;DC @/}
jEX_+.2.+____ ;xz[ﬂ/xé EVC;;
5 Xy

E(%/" 9[(05&2y‘22)4 36mpmy )

54[64& 23,27 163 mty )

c) 3k/ k=3

4k 4k 12
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DEFINITION EINES LOGARITHMUS

Der Logarithmus dient zur Berechnung eines variablen Ausdrucks im Exponenten.

logb

Es gilt: a*=b < x=log b=

loga

10er-Logarithmus:
Ein Logarithmus ohne Angabe einer Basis ist immer zur Basis 10.  logx =log,, x

Beispiel: 10g10.000 =log,, 10" =4

Logarithmus naturalis:
Der Logarithmus zur Basis e ist der natirliche Logarithmus. Inx =log, x

Beispiel: 1n42 =1log, 42 =3,737

Logarithmus dualis:
Ein Logarithmus zur Basis 2 nennt man dualis. ld(x) =log, x

Beispiel: 1d(32) =1log,2’ =5
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LOGARITHMUS-GESETZE

3og4 =log4’ =log 64

log2+log3=1log2(3=1logb6

log8—log2 = log% =log4

A

Vorkurs - WS 2019/20

Torsten Schreiber
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AUFGABEN ZU LOGARITHMUS

Vereinfachen Sie folgende Ausdriicke soweit als moglich.

1 3 2
1) 30og(x-y)+log(x+y)-—log(x=»)*  3) logs|—2
2 30x+y?)
3
2@fa-2b
2) 2In2x-3In2+4Iny/x +2In—+ 4) In| -
X e
21n25 1Y 1 1
5) 1673 +1.000°¢° —-4/e” —21In| = | —log— +3ld—
e 100 8

X o 1 —-1ld3
6) (e*)"* +0.1d1024 ~10g/10.000 +0,01 "3 —(%j +6ln—=
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Welche neuen Begriffe habe ich kennen gelernt?
10-er Logarithmus
Logarithmus naturalis
Logarithmus
dualis
LOG - Gesetze Methode beim
Zusammenfassen
LOG - Eigenschaften LOG - Schitzwert
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VORKURS

30.09.2019

Torsten Schreiber



Wiederholung

Diese Fragen sollten Sie ohne Skript beantworten konnen:

Wann spricht man von einer Exponentialfunktion?

Was sagt lhnen der Wachstumsfaktor?

Was bedeutet Halbwertszeit?

Was konnen Sie durch die Art des Logarithmus erkennen?

Worin liegt der Unterschied zwischen LOG und LN?

Wie lautet der Definitionsbereich von Log(x-1)?

Wie lautet die Umkehrfunktion von LD(x)?

Aus welchen 3 Schritten besteht das Losen von Log-Ausdricken?

X X X X X X



AUFGABEN ZU LOGARITHMUS

1)  Ein Kapital von 2000 EURO wird bei einer vierteljahrlichen Verzinsung zu 2% zehn
Jahre lang auf eine Bank eingezahlt.
a) Wie hoch ist der Kontostand nach den 10 Jahren?
b) Wie hoch ware der Zinssatz bei einer jahrlichen Verzinsung?
c) Wie lange lag das Geld auf der Bank bei einem Endbetrag von 9.750,88 EURQO?

2)  Ein Gartenteich mit einem Inhalt von 1000 Litern hat ein kleines Loch, wodurch er
wochentlich 5% Inhalt verliert.
a) Wie viel cm3 sind nach einem Jahr noch vorhanden?
b) Nach wie vielen Tagen sind weniger als 50% in dem Teich?

Vereinfachen Sie folgende Ausdriicke soweit als moglich.
3)  5Mog(2x) +4 dog(4/0,5x) — 0,5 Dog(16x*) — 2 Dog(0,25)
4)  20n(3a”)-6n(X/2a*) +% E|1n(27(a2 )6) ~4 Eﬂn(gj

a
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OPERATION UND GEGENOPERATION

Die zu einem Logarithmusausdruck zugehorige Gegenoperation ist stets ein
Exponentialoperator, wodurch sich beide neutralisieren.
Die Zusammenhange ergeben sich wie folgt:

log10¥ =10"" =W|lne® =" =Q|1d2° =2'° = ©

Aufgrund dieser Vereinfachungen, muss die zugehorige Basis bzw. der Exponent im
ersten Schritt mittels exponentieller/ logarithmischer Gesetze passend umgeformt
werden.

In—
—4|:ﬂn\/z+%ﬂdl6+0,ll°g0’25 +(i2] 3 E

Beispiel: lo !
pIEs g1000 e

: (-Dibgt  (-2)mL

log10~ —=4[ne? +%Md24+10 dpp 3 W3

-1 -2
34 i@l L) +[L1) —3=3-0424449-27=-17
2 2 4 3
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AUFGABEN ZU LOGARITHMUS

Vereinfachen Sie folgende Ausdriicke soweit als moglich.

1 In4
1) log——+e  +443 =21d0.25
2100
loe3 ] —31nl
2)  100°#* —In—+0,5ld16-¢ >
e

1ld2 1 1 1 1 \/—ln27
3) | =| —-6ln—+—Id64——1lo +3e
) (8] e 4 221000

1) el L 1 1.1
4) | —=| +100 27 =162 +2log0,001—-3In— +—Id —
Je e 4 256
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Welche neuen Begriffe habe ich kennen gelernt?

Zerfallsfunktion

Halbwertszeit
reduzierter
Prozentsatz
vermehrter
Prozentsatz

unterjahrige
Verzinsung
Operation /
Gegenoperation Basistransformation
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VORKURS

01.10.2019

Torsten Schreiber



Wiederholung

Diese Fragen sollten Sie ohne Skript beantworten konnen:

Durch welchen Punkt verlauft jede Exponentialfunktion (Warum)?
Worin besteht der Unterschied zwischen Ergebnis und Losung?
Welchen Einfluss hat die Basis auf eine Exponentialfunktion?

Was bewirkt das Addieren einer Konstanten zu einer Funktion?
Was bedeutet Operation <-> Gegenoperation?

Wie machen Sie die Basis zum Logarithmus passend?

Wie neutralisieren Sie einen Logarithmus?

X X X X X X

Welche Gesetze der Potenz- und Logarithmenrechnung nutzen Sie?



AUFGABEN ZU LOGARITHMUS

Vereinfachen Sie folgende Ausdriicke soweit als moglich.

1 1 8
1) 61n\/7— ,In3 )+ 4 2In3
20 05 2 \/; In 2

1 10

In3
ln%)+ 1\/_+05@

2) 3lne’ —-2[e”™ +

1

3) %d23 F302M05 1o 10 +4 02" 2 —8n——) — 40104

Je

" In0,5

2
2 1 2 1
4)  Zlog1000 ——)——=— + 2343 _(102ye3 4 1nl — | —40d2
) 3E g 2) - -(10%) 7
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FUNKTIONSGRAPHEN

Positiver Logarithmus: Negativer Logarithmus:

» AusschlieBlich positive Steigung » AusschlieBlich negative Steigung

N /
Y

»Gemeinsamer Punkt: (1/0)

»Je groRer die Basis, desto flacher ab x=1

€84
$EF
s23%

»Je groRer die Basis, desto steiler vor x=1
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DEFINITIONS-/ WERTEBEREICH

Definitionsbereich:
Wie man schon durch die Funktionsgraphen erkennen kann, darf man einen
Logarithmus nur von positiven Zahlen ziehen.

D={x00|x>0}=0%da 10 >0 = log(>0) = x gilt.

Beispiel: ln(x2 —5x+ 6) =y
D =1x00 30x<2
o sea) (ooea)eo Jm DlODI30x<

Wertebereich:
Aufgrund der Funktionsgraphen ist ersichtlich, dass ein Logarithmus alle reellen

Werte annehmen kann.

W=y00, da 10°” >1010%” <1gilt.

Beispiel:  12-3[In(5x-3)=y
W=y0O

12 =30 00300 = O
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DIE LOGARITHMEN-GLEICHUNG

Sofern eine reine Logarithmengleichung existiert kann man diese mit der
folgenden Methodik |6sen, wobei primares Ziel eine Isolierung des Logarithmus auf
beiden Seiten der Gleichung ist:

Methodik:

1. Die Faktoren vor dem Logarithmus in den Exponenten verschieben.

2. Alle positiven Terme Uber den Bruchstrich, alle negativen darunter schreiben.
3. Streichen der Logarithmen auf beiden Seiten.

4. Losen der Gleichung.

Beispiel: 2og x—3[log?2 —% Jog x* =2 dog4 —log(x —2)
1

log x* —log 2’ —log(x4 )2 =log4” —log(x—2)

lo X =1lo 16

gSDc2 gx—2

2

10 oz16B=128 - x=130
8Lk x—2
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AUFGABEN ZU LOGARITHMUS

|. Bestimmen Sie bei den folgenden Ausdriicken die Losungsmenge.

1) 3|Z]]0gx—4EI]ogg—%I]]og(xz)6 =%D]og27 +%|Z]]ogx4 —2og6
X

2) 3D]n4—0,5[l]ng+2[]]n8:1,5[]]nx4 —8n 4 l—ZD]n%

X X

Il. Berechnen Sie bei den folgenden Funktionen den Definitions- und Wertebereich.

2 42
3 == —3-x’ 4 =42+log|l2 -V x-2 5 =
) f(x) 5 El]n(4x 3—x ) ) g(x) + og( X ) ) h(x) l (3 6)

lll. Vereinfachen Sie folgende Ausdriicke soweit als moglich.

1) log 10100 —41n+fe +16"3 +26253 — (10"#12 +2444)

1 1Yo nfs*)
2) 6ogd/10 +4"° ~20n—-0,21d(32° )+ [ﬁj - (V)

e
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Welche neuen Begriffe habe ich kennen gelernt?

,7

Logarithmengleichung

— >
Funktionsgraphen
Definitionsbereich

—_— o~ =

Ableitungen Achsenspiegelungen
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VORKURS

02.10.2019

Torsten Schreiber



Wiederholung

Diese Fragen sollten Sie ohne Skript beantworten konnen:

Was und warum ergibt [n(1)?

Wie kann man die Logarithmus-Funktion zeichnen?

Was sind die wesentlichen Punkte der Umkehrfunktion?
Wie kann man eine Ln-Funktion an beiden Achsen spiegeln?
Wie verlauft die In(x)-Funktion im Vergleich zu Log(x)?
Welchen Definitions-/ Wertebereich hat die LN-Funktion?
Wann spricht man von einer Logarithmus-Gleichung?

X N X X X X X

Worauf ist bei Losung solch einer Gleichung zu achten?



AUFGABEN ZU LOGARITHMUS

Bestimmen Sie bei den folgenden Ausdriicken die Losungsmenge.

4

1) i Dog(256x>) - 210g£? -0,5 Eﬂog% =1,5Jog(9x*) +3 EI]ogZL3 +4 og~27 [k
X X

3
2) 6D1ni@—4[E1n,/‘5 +;El]n9] :2[1111‘/;T —0.250n(16x*) + 30—
X

X .X2

. Berechnen Sie bei den folgenden Funktionen den Definitions- und Wertebereich.

3) £(x)= —%Eﬂn(xz 60 - 40)

4) g(x)= log(\/2x+4 —8)—12

3Lk

5 =
} hix) n(15-30)
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QUADRATISCHE GLEICHUNG

Eine quadratische Gleichung/ Funktion stellt graphisch gesehen immer eine
Parabel dar x>+ pG+¢ =0 .

Um eine quadratische Gleichung l6sen zu konnen, bringt man diese auf die
sogenannte Nullform.

Die Lésungen dieser Gleichung (Schnittpunkte mit der x-Achse) erhalt man durch
die folgenden Losungsverfahren:

v'Quadratische Ergadnzung: (x+a) +b=0= S(-a;b)
P P 2
v'p-g-Formel: vy =P | 2| _
1/2 > (2j q
v/Satz von Vieta: X’ +pE+g=(x+a)lx+b)=0
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P-Q-FORMEL

Um die p-g-Formel zu beweisen, nutzt man das Verfahren der quadratischen
Erginzung auf die allgemeine quadratische Gleichung der Form x>+ p&+¢ =0 .

Es ist darauf zu achten, dass zum einen durch elementare Umformungen die
NULL-Form der Gleichung entsteht und zum anderen kein Faktor vor dem x*
auftauchen darf.

Beweis: x>+ p+g=0
Wurzel j Halbierung Subraktion des Quadrats
P ’ pP i P i
x+=| -] = | +¢g=0 o I
2 w ! | [2j !

2 2
P 1% a_Pp
X+— = — - | ’l__
i (2j g L2

2
__PD 14
951/2__5i (Ej —q

Aufgabe: Entwickeln Sie die Mitternachtsformel basierend auf «a 2 +bE+c=0
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BEISPIELE

2% +8k=-6 = x*+4&k+3=0 |+6;|%

P +4+3=(x+2) -22+3=(x+2)" -1=0

(x+2)2 =1= x+2 =41 = 1 quadratische Erganzung
x;, =-30x, =-1
x*+4+3=0;p=40g =3 h
2
-g-F I

5= —x [2] 23204 > Prarorme

2 2
x, =-30x, =-1 _

¥ +H4G+3=x*+@+)EA+@BO) =0

(x + 3) [ﬁx + 1) =0 Satz von Vieta
x, =—-30x, =-1
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DIE PARABEL

Bei einer Parabel handelt es sich um die graphische Darstellung einer quadratischen
Funktion. Die relevanten Punkte bzw. der Verlauf kann bereits im Vorfeld naher
bestimmt werden.

Allgemeine Form: f)=alx*+BE+y

v'Verlauf: gestreckt |a| >1bzw. gestaucht |a| <1
nach oben gedffneta >0 bzw. nach unten a <0

v'Achsenschnittpunkte: y-Achse: § (0/y) bzw. x-Achse: f(x) =0 (p-q-Formel)
v'Scheitelpunkt: Scheitelpunktform: f(x)=a x+a) +b= S(-a;b)
Tiefpunkt a >0 bzw. Hochpunkta <0

v’ Symmetrie: Achsensymmetrie f(x)=a X’ +y
Sonst Symmetrie zur parallelen zum Scheitelpunkt
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BEISPIEL

Y
20‘

Funktionsgleichung:

f(x)=—203>+4&+16

ch

v'Verlauf: gestreckt, daja|=|-2/>1 w0 _Z.KAZ;:‘:.KHJ({ \f': 1
nach unten geoffnet, daa =-2<0

v'Schnittpunkte: S, (0;16)
S,:0=x" -2 -8=(x-HWx+2) S (-2;0);5, (4:0)

vScheitelpunkt:  £(x)=-20{(x~1] =12 -8)= -2 fx 1)’ +18
Scheitelpunkt (Hochpunkt): §(1;18)

v Symmetrie: Achsensymmetrie zur Parallelen durch x =1
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BI-QUADRATISCHE GLEICHUNG

n

Eine Bi-Quadratische Gleichung x" + p (k2 +¢ =0 ist dann vorhanden, wenn zwei
Exponenten im Verhaltnis 1:2 stehen und eine weitere Konstante existiert.

Nach der Substitution der Variablen stehen die bekannten Losungsverfahren zur
Verfiigung und man erhalt nach Resubstitution die Losungsmenge.

Beispiel: xt=170%*+16=0

Substitution: 7= x>
22 =172 +16=(z-16){z-1) =0
z, =160z, =1

Resubstitution: x= i&
X, =+16 =4 0x,,, = +4/1 = +1
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AUFGABEN

|. Bestimmen Sie bei den folgenden Ausdriicken die Losungsmenge.

1) 33> -18G+24=0
2) —050G° +2&x=-25
3) x@2G-20)=-32

Il. Bestimmen Sie alle relevanten Eigenschaften der gegebenen Parabeln.

4) f(x)=-x>+20&+3
5) g(x)=iDc2+2Dc+3

6) h(x)=100-404&>

—

— Wenden Sie je ein Verfahren an

—

v'Verlauf
v'Achsenschnittpunkte
v'Scheitelpunkt

—

v Symmetrie

lll. Bestimmen Sie die Losung folgender Bi-Quadratischen Gleichungen.

7) x*+100=2903°

Vorkurs - WS 2019/20
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Welche neuen Begriffe habe ich kennen gelernt?

Scheitelpunkt(form)

p-g-Formel
Parabel (Verlauf)

Kettenregel
hohere Funktion

(Re)substitution

Vorkurs - WS 2019/20 Torsten Schreiber 168

guadratische

Erganzung

biguadratische
Gleichung



VORKURS

04.10.2019

Torsten Schreiber



Wiederholung

Diese Fragen sollten Sie ohne Skript beantworten konnen:

Was versteht man unter der Nullform einer Gleichung?

Wie / warum funktioniert der Satz von Vieta?

Was sind Linearfaktoren?

Warum ist p-g-Formel und quadratische Erganzung identisch?
Warum muss bei der QE stets subtrahiert werden?

Wann spricht man von einer bigquadratischen Gleichung?
Wann sollte man substituieren?

X X X X X X

Was versteht man unter einer Resubstitution?



AUFGABEN

|. Bestimmen Sie bei den folgenden Ausdriicken die Losungsmenge.

—

1) 20O° -8 =10
2) 30O =90&-30 — Wenden Sie je ein Verfahren an

3) iDc2+3Dc+8=O

Il. Bestimmen Sie alle relevanten Eigenschaften der gegebenen Parabeln.

4 =-20F*+12x-18
Y (x) v'Verlauf v'Scheitelpunkt

v'Achsenschnittpunkte  v'Symmetrie
5) g(x)=%Dc2+lODc+32 P Y !

lll. Bestimmen Sie die Losung folgender Bi-Quadratischen Gleichungen.

7) x*-243% =25 8) x®*+16 =17 &%
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(FREPL)-METHODIK

Beim Losen einer beliebigen Gleichung kann abgesehen von der Fallunterscheidung (F) stets mit
folgender Methodik gearbeitet werden:

v" Fallunterscheidung:

Je nach Aufgabenstellung muss definiert werden, flir welchen Bereich die Betrachtung gilt.

v' Rechnung:
Die zugrundeliegende Gleichung wird mittels elementarer Umformungen geldst.

v' Ergebnis:
Durch die Berechnungen ergeben sich eine oder auch mehrere Ergebnisse.

v" Probe:
Mittels Probe bzw. Abgleich mit dem Definitionsbereich wird der Ergebnisraum untersucht.

v' Ldsung:
Aufgrund er Probe kann nun die Losungsmenge angegeben werden.
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BETRAGSFUNKTION |

Da es sich bei dem Betrag einer Zahl um die reine positive Darstellung handelt, wird sie graphisch

als sogenannte V-Funktion dargestellt.
Die Betragsstriche konnen weggelassen werden, in dem man den negativen Bereich mit einem

zusatzlichen Minus vor dem Term versieht.

AY

Beispiel: f(x)=[x-2]

4 4

x<2 x=2

2

f(x)==(x=2)=-x+2 f)=x-2 .
‘l:i |H_2|-2;.5 2.i5 SI g
Aufgrund der Knickstelle ist die Betragsfunktion an der Schnittstelle mit der X-Achse nicht
differenzierbar, d.h. es kann keine Steigung berechnet werden.
173
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BETRAGSFUNKTION i

Ungleichungen, die auf einer Betragsfunktion basieren, konnen auch mittels (FREPL)-Methodik
gelost werden.

Beispiel: |[2x-8[>6

x>4=2x—-8>6 x<4=-2x-8)>6 Fallunterscheidung
2x—-8>6 = 2x>14 —2x+8>6 = 2x>-2
Rechnung
= x>7 = x<I1
x>7] x<l1 Ergebnis
x=8=|2[8-8|=8>6 x=0=|2[0-8|=-8|=8>6 prohe
L={xDR|x>7Dx<1} Losung

Durch Multiplikation / Division mit negativen Zahlen dreht sich das Ungleichheitszeichen um.
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AUFGABEN

|. Skizzieren Sie folgende drei Betragsfunktionen

1) f(x)=2x-2]
3

2) g(x)=| x> —Tx+12]

3) h(x) = cos(x)|

Il. Geben Sie den zugehodrigen Losungsbereich der folgenden Ungleichungen an.

4) |3-x|<2

5) |4x-12]>8

Vorkurs - WS 2019/20 Torsten Schreiber 175



BRUCHUNGLEICHUNGEN

Ungleichungen, die auf einem Bruch basieren, konnen ebenfalls mittels ,,FREPL” gelost werden.
Da fir gewohnlich im ersten Rechenschritt mit dem Nenner multipliziert wird, muss an dieser
Stelle die Fallunterscheidung genutzt werden, um die Multiplikation mit einem negativen

Ausdruck mathematisch korrekt darstellen zu konnen.

72 o m-3)

x—3

Beispiel: Umkehrung des Ungleichheitszeichen

x>3=3x—-2>20(x—3)

x<3=3x-2<20x-3)

3x—=2>2x—-6 3x—2<2x-6
= x>—4 = x<—4
x>3 x<—4
=4 3@1—2:E x:—5:>3m_5)_2:_17>2
4-3 1 (-5)-3 -8

L:{xDR|x>3Dx<—4}
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POLYNOMUNGLEICHUNGEN

Handelt es sich um ein Polynom vom Grade >1, so werden im ersten Schritt die Nullstellen der
Gleichung bestimmt. Diese gefundenen Ergebnisse reprasentieren die Intervallgrenzen der

Ungleichung, wodurch mittels Probe einer Zahl aus dem Intervall die Losungsmenge bestimmt
werden kann (REPL-Methodik).

Beispiel: X H+x2-10x+8>0 Polynomdivision liefert:
x=DIx-2)l(x+4)>0 = x, =1L x, =2L x; =4 Rechnung
-4 1 2

| |
| | Ergebnis
-5 0 1,5 3

Vv

x=-5:(-5-DI(-5-2)[(-5+4) <0 = falsch

x=0:0-D[0-2)[0+4) >0 = richtig Probe

x=15:15-1),5-2)[{,5+4) <0 = falsch

x=3:3-1)B-2)[B+4)>0 = richtig
L={x0OR|(x>—40x<1) Ox>2] osung
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AUFGABEN

|. Losen Sie die folgenden Gleichungen und geben die Losungsmenge an.

2x-5 1

1) > — 4) x*-8x>20
4-2x 2

2) ZX+123 5) x’+x+6>4x
1+x

3) XBF20 6) x'—x’<250x-1)dx+1)
6-2x
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Welche neuen Begriffe habe ich kennen gelernt?

Ungleichungsregel Betragsfunktion

Bruchungleichungen Polynomungleichungen

Fallunterscheidung @;
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Wiederholung

Diese Fragen sollten Sie ohne Skript beantworten kdnnen:

Worauf muss beim Losen einer Ungleichung geachtet werden?

Wie kann man eine Betragsfunktion zeichnen?

Was bedeutet FREPL?

Warum nutzt man bei einer Betragsungleichung FREPL?

Wie |0st man eine Bruchungleichung?

Was geschieht, wenn beide Ungleichheitszeichen in die gleiche Richtung zeigen?
Welche Moglichkeiten gibt es bei unterschiedlichen Zeichen?

AN NN U N N N

Wie kann man eine Polynomungleichung l6sen?



AUFGABEN

|. Losen Sie die folgenden Gleichungen und geben die Losungsmenge an.

-2
1) 3x < —4 3) x?24+6<7x
2—Xx
2
2) XT=3 4 4)  x(x?+2x)>13x— 10
2x +1

Il. Geben Sie den zugehodrigen Losungsbereich der folgenden Ungleichungen an.

1 1
5) ‘Ex‘3‘<5 6)  11-2x >
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Gleichsetzungsverfahren

Wenn wir ein Gleichungssystem haben, das aus zwel Termen besteht, miissen Sie zuerst
beide Gleichungen nach einund derselben Variablen auflisen und dann die entstandenen

Ausdriicke gleichsetzen.

i
@ Methode Gleichsetzungsverfahren

1. Freistellen nach einer Varablen

]

. Gleichsetzing der Terme

3. Aufldsen nach der verbleibenden Variable

Sie miissen nicht unbedingt nur nach einer Variablen — sprich ohne Faktor — auflésen. Es
darf auch ein Vielfaches sein. Sie miissen nur darauf achten, dass beide Gleichungen nach
dem gleichen Vielfachen freigestellt werden.
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BEISPIEL

x =18 — 4y

‘3:{—!—4}-':13
3x=3+y

‘3
6x—2y=6|"

Ich habe die erste Gleichimg direkt nach 3x aufgel&st und bei der zweiten Zeile zuerst
durch zwei dividiert und dann ebenfalls nach 3x freigestellt, so dass wir nun gleichsetzen
diirfen.

16—4y=3+ye= -Sy=—-1be=y=3

Jetzt kénnen wir das vin eine der freigestellten Gleichimgen einsetzen und nach x
auflésen.

y=33x=3+yvye3x=3+3=6c=x=2

Die Lisung des obigen Gleichungssystems ist{(2/3)
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Einsetzungsverfahren

Wenn Sie ein Gleichungssystem vor sich haben,_ das Sie mit dem Einsetzungsverfahren
lsen méchten, dann lésen Sie eine der Gleichungen nach einer Variablen auf und
setzen den entstandenen Ausdruck in die andere Gleichung ein.

Methode Einsetzungsverfahren

1. Freistellen nach einer Vanablen
2. Einsetzung in eine Gleichung

3. Auflésen nach der verbleibenden Vanable

Auch hier muss die zu ersetzende Vanable nicht alleine stehen, sondern kann auch noch
einen Faktor haben.
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BEISPIEL

Das Einsetzungsverfahren ist dhnlich wie die Substitution bei einer biquadratischen
Gleichung, denn auch dort haben wir letztendlich ersetzt.

12x — 5y =29 o 12x — 5y =129
16x + 2y = 34 v =17 —9x

Hier habe ich die zweite Gleichung zuerst nach 2y aufgelést und dann den Ausdruck

durch 2 dividiert.
Num kénnen wir iiberall dort wo ein v steht den Ausdruck (17 — 9x) einsetzen.

12x —5-(17 —9x) = 12x.85+ 45x = 29 & 57x = 114

Wir haben alsox = 2 als Losung und kénnen diese mun nutzen:
x=2y=17T-9%xy=17-16=-1sy=-1
Die Losung des obigen Gleichumgssystems ist also (2/—1)
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Additionssverfahren

Das Additionsverfahren ist nichts anderes als das Gauli sche Eliminationsverfahren und
fiir jedes Gleichungssvstem geeignet. Egal wie viele Unbekannte oder Gleichungen
existieren.

Es basiert eigentlich darauf, dass wir versuchen durch Addition eine existierende

Variable zu eliminieren. Die Zeile, mit der wir diese Operation starten nennen wir Pivot-
Leile.

Methode Additonsverfahren

1. Definition der Pivot-Zeile

fe

Erzeugung von gleichen Faktoren

3. WNeutralisation einer Variablen

Wichtigist, dass Sie am besten immer nur addieren. Sie diirften zwar auch subtrahieren,
nur ist diese Art der Rechnung aus meinen Erfahrungen heraus zu fehleranfillig.
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BEISPIEL

bx +3y =5 - bx +3y =5
Jx+y=-1 —Qx —3yv=3

Wir haben uns die zweite Zeile als Pivot-Zeile ausgesucht und diese Gleichung mit (-3)
multpliziert, damit die Faktoren vor dem v entgegengesetzt gleich sind.

Sx+3yv =05

v —g |ﬁx=—2ﬂ5-(—2}+3}-‘=5ﬁy=5

Die Lésung des obigen Gleichungssystems ist also (—2/5)
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GAURSCHES ELIMINATIONSVERFAHREN |

Existiert ein eindeutig l6sbares LGS bestehend aus n Gleichungen mit m Unbekannten , so kann
Die Losungsmenge mittels dem GaulB3-Algorithmus bestimmt werden.

Ziel des Verfahrens ist ein durch elementare Umformungen ein gestaffeltes Gleichungssystem
(Stufenstruktur) zu erhalten, in der die Losungsmenge einfach bestimmt werden kann.

Methodik (Hinrechnung ):

1. Bestimmung der vollbesetzten Pivotzeile (nur einmal verwendbar).

2. Durch elementare Umformungen der Pivotzeile und Addition auf alle tGbrigen m-1 Zeilen muss
eine Variable (Spalte) komplett neutralisiert werden.

3. Es bleiben demzufolge nur noch m-1 Gleichungen mit n-1 Unbekannten Gbrig, mit denen man
wieder beim ersten Schritt beginnt.

Methodik (Riickrechnung ):

1. Sofern notig werden die frei wahlbaren Variablen vorbelegt.
2. Berechnung der 1. Unbekannten in der kiirzesten Stufe.
3. Einsetzen der 1. Unbekannten in die nachst héhere Stufe und Bestimmung der 2. Unbekannten.
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GAURSCHES ELIMINATIONSVERFAHREN |

Eigenschaften des Gauld Algorithmus:

v

Eine Pivotzeile ist eine Gleichung die nur einmalig benutzt werden darf, um eine Variable zu
eliminieren. Anschliefend darf sie nicht menr ,,angefasst” werden.

Es dirfen einzelne Gleichungen mit einer Zahl multipliziert werden.

Nach dem 2. Schritt der Hinrechnung, sollte das entstehende lineare Gleichungssystem
vereinfacht (Sortierung bzw. Ausklammern) werden.

Es dirfen ohne weiteres parallele Zeilen miteinander vertauscht werden.

Beim Tausch von Spalten ist darauf zu achten, dass die Koordinaten des Losungssystems nun an
einer anderen Position stehen (durch Markierung kenntlich machen).

Das GauR-Verfahren sollte angewandt werden, sofern entweder kein quadratisches System
vorhanden ist oder mindestens eine 4x4-Struktur vorhanden ist.

Sind am Ende des GauR-Alogithmus mehr Unbekannte als Gleichungen vorhanden so werden
die Differenz aus Unbekannte-Gleichung als Parameter vorbelegt.
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GAURSCHES ELIMINATIONSVERFAHREN Iii

Beispiel:
2 1 3 0] 1 ~ 2
}-(—1) ;
2 1 2 -1]|2 (=2)
-2 o
4 0 0 41| 4
4 -1 -2 1 |-4 J 0
21 3 o0l 1
01 4 1/|-2
00 2 6/|-2 <
0 0 —1 -1 1 }'2
2x, = x, = 0 ™
x;, =—1-3x, = x; = -1 >.
X, ==2-x,—4x; = x, = 2
2x,=1-3x;,—x, = x = 1 Y,

Vorkurs - WS 2019/20
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AUFGABEN

1. Lasen Sie die folgenden Gleichungen, in dem Sie die Funktionen in ein
EKoordinatensystem eintragen.

2y=4—x
Iv+9=6x
b ‘}-‘—21=4
T lx+3y=-9

| ]

Berechnen Sie das folgende Gleichungssvstem, indem Sie das
Einsetzungsverfahren anwenden.

4y — Bx = 24

E}r— dx = —08 )
Jy =o6x+ 12

12x— 3y =18

E-- ‘

3. Wenden Sie zur Losung das Additionsverfahren an

x il 4z=1
x—y=-7] .. | X = 1z
3§+};F= . b) | 2x —2y If =2

—3x+2y+22=3

4. Nutzen Sie zur Berechnung das Gleichsetzungsverfahren.

2 a7 1 1.1
XtV =2 VTS
2. 3 b) |2 3
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AUFGABEN

|. Losen Sie das folgende lineare Gleichungssystem mittels Gaul3.

2x—y+3z=7 x+3y—2z=-2
a) |—-2x+2y—-5z=-10 b) -2x—5y+2z=-1
4x—-35y+8z=15 Ix+2y—z=2
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Welche neuen Begriffe habe ich kennen gelernt?

Gleichungssystem Ef Gle'ChS‘fzungSVM
Einsetzungsverfahren
Additionsverfahren

Elementare
Umformungen
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Wiederholung

Diese Fragen sollten Sie ohne Skript beantworten konnen:

Was versteht man unter einem linearen Gleichungssystem?
Wie funktioniert das Einsetzungsverfahren?

Worauf ist beim Gleichsetzungsverfahren zu achten?

Wie kann man ein LGS mit zwei Gleichungen zeichnerisch l6sen?
Wie zeichnen Sie eine Gerade in ein Koordinatensystem?

Was versteht man unter dem Additionsverfahren?

Was sucht man bei 3 Gleichungen mit 3 Unbekannten?

Was bedeutet die Pivot-Zeile eines LGS?

X N X X X X X



AUFGABEN

|. Losen Sie das folgende lineare Gleichungssystem grafisch.

a)

2x—y=-7
3x+4y=6

b)

y—2x=4
x+3y=-9

Il. Sie die folgenden Gleichungssysteme. Wenden Sie insgesamt 3

verschiedene Verfahren an.

x+3y=25
A lx—y=2
d) 3y—2x=13
8x+4y=—4

Vorkurs - WS 2019/20
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AUFGABEN

|. Losen Sie das folgende lineare Gleichungssystem mittels Gauls.

2x—y+3z=17 3x, +4x, —x; = 1

a) | 4x+3y-z=-3 by X —Xx, tx; =0

-x+2y-3z=-8 S5x, 2x, +x; =2
x—3y+z=-2

) |=x+2y-3z=-6
2x+y+4z=16
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DER EINHEITSKREIS

90°—1

Quadrant Il Quadrant |

180°=m 360° = 2m

Quadrant Ill Quadrant IV

270°—3
_27'[
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—

sinfe)

Bestimmte Sinus und Cosinuswerte

TRIGONOMETRIE |

L Y

DEG 0" 30° 45" 60~ 90°

RAD ﬂ 1 1 [ 1
f 4 3 2

SIN 0 1 1 -~ | 1
5 V2 gvo

cos 1 1 = 1 1 ]
2 V3 3 V2 2

Vorkurs - WS 2019/20
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TRIGONOMETRIE I

. Gegenkathete
sin(x) =
o 5, Hypotenuse
S Pt
= Usa Ankathete
g cos(x) =
5 — Hypotenuse
)
] \ ran () Gegenkathete
X) =
_ | an Ankathete
I J
| (o) Ankathete
) =
Ankathete €0 Gegenkathete
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TRIGONOMETRIE 1l

sin(a) _ sin(B) _ sin(y)

Sinussatz:
a b C

Cosinussatz: a’?=b*+c?*—2-b-c-cos(a)
b2 =a?’+c*—2-a-c-cos(B)

c’=a’+b*—2-a-b-cos(y)
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AUFGABEN

|. Geben Sie Schatzungen fir die folgenden Werte an.

a)sin(300°)  b)cos(60°) c¢)cos(400°) d)sin(800°)

lll. Geben Sie alle Seiten und Winkel der (rechtwinkligen) Dreiecke an.

a) B =90%a=4m,c=3m b) ¥ =60°%a="5m

IV. Bestimmen Sie von dem (nicht-rechtwinkligen) Dreieck mit den Werten
b=6cm,c =0,5dm, y = 20°den Umfang und Flache.
Verwenden Sie mindestens einmal den Sinus- und Cosinussatz.
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TRIGONOMETRIE IV

Fir die Sinus/ Cosinus-Funktion sind im Bereich der Addition der Argumente zwei
Additionstheoreme definiert, wodurch stets bei rechtwinkliger Konstellation entweder ein
Sinus oder ein Cosinus aus der Funktion entfernt werden kann.

1)

2)

sin(a = b) = sin(a) [cos(b) £sin(b) [cos(a)

sin(2.x + g) = sin(2x) Enos(g) + sin(g) Bos(2x)

90° Phasenverschiebung
der Sinusfunktion = Cosinusfunktion

sin(2x + g) = sin(2x) [0 +1 Bos(2.x) = cos(2.x)

cos(azxb) =cos(a)lcos(b)F sin(a) [sin(b)

cos(% T—3x) = cos(% 7T) [dos(3x) + sin(% 77) [Hin(3x)

cos(% 7T—3x) =0Ldos(3x) + (—1) [Hdin(3x) = —sin(3x)

270° Phasenverschiebung
der Cosinusfunktion = -Sinusfunktion

Vorkurs - WS 2019/20 Torsten Schreiber
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AUFGABEN

|. Vereinfachen Sie die folgenden Ausdriicke soweit als moglich.

. 3
@)sin(4x =210 b)cos(—%ﬂ+2x) c)cos(%m2x+3ﬂ)

Il. Beweisen Sie den folgenden Zusammenhang.

‘02 ﬁ :l —_
sin (2) 2[@1 cos(x))

Tipp: cos(2x) = cos?(x) — sin?(x)
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TRIGONOMETRIE V

Eine rein trigonometrische Funktion (sinus/ cosinus) stellt eine Schwingung innerhalb einer
bestimmbaren Periode und eines konstanten Wertebereichs dar, die fiir alle reellen Zahlen
definiert ist.

f(x)=alsin(blx+c)+d

Die vier Parameter in der Funktion beziehen sich zum einen auf die Verschiebung und zum
anderen auf die Streckung/ Stauchung in der x-Achsen bzw. y-Achsen-Richtung:

a Amplitudenfaktor Streckung/Stauchung in y-Achsen-Richtung
b:  Periodenfaktor Streckung/Stauchung in x-Achsen-Richtung
c:  Phasenverschiebung Verschiebung in x-Achsen-Richtung
d:  Wertebereichverschiebung Verschiebung in y-Achsen-Richtung

SIN: Punktsymmetrie f(x)==f(—x) = sin(—x) = —sin(x)
Symmetrie: <

COS: Achsensymmetrie  f(x) = f(—x) = cos(x) = cos(—x)

Bei dem Periodenfaktor gilt fir die neue Periode:
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Anhand der folgenden Vierfeldertafel konnen die grundlegenden Eigenschaften einer

TRIGONOMETRIE VI

trigonometrischen Funktion direkt abgelesen werden.

Es wird dabei davon ausgegangen, dass es sich um eine Standardfunktion in der Form

Sin”(g(x)) oder cos"(h(x)) handelt.

Vierfeldertafel

n = gerade

n = ungerade

Periodeyr =1

Periodey r = 21

f(x) = f(=x)

W = [0;1]

sin™(g(x))
fx) = f(=x) f&x) =—f(=x)
W = [0; 1] W=[-1;1]
Periodeyr = m Periodey;r = 21
cos™(h(x))

f&x) = f(=x)

W = [-1;1]

Vorkurs - WS 2019/20
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TRIGONOMETRIE VII
Beispiel: f(x)=3 Ein(%x +37m)+4
Vereinfachung: f(x)=3 [Esin(% x) [Bos(377) +sin(377) Etos(% x)} +4
f(x)=(-3) Bin(% X)+4
Wertebereich: =301 +4=[-33]+4 == w = y O[1;7]

Py =2—”=3n:> f(x)=f(x+3m)

%

f(x)=-3 Bin(% (x+3m)+4=-3 Bin(%x +2m) +4

Periode:

f(x)=-30 sin(% x) [¢os(277) +sin(277) Ecos(% x)} + 4

f(x)=-301 sin(% x)d+0 Ecos(% x)} +4=-3 Ein(% x)+4
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Beispiel:

Symmetrie:

Skizze:

Vorkurs - WS 2019/20

TRIGONOMETRIE VIII

f(x)=(-3) Bin(% x)+4

Punktsymmetrie

) —4=-[f(-x)-4|

f(x)—4=-3 Bin(%x)+4—4 =-3 Bin(%x)

~[f(=x)-4]= {—3 Bin(—%x) +4 —4} =3 Ein(—%x)

—

L=

/ N\

/N

£\

/

\

/

b

/

\

N2

¥x

-2.5

2.5
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AUFGABEN

Vereinfachen Sie die folgenden Funktionen mittels der Additionstheoreme und bestimmen
Sie den Wertebereich, das Symmetrieverhalten und fertigen Sie eine Skizze an.

1) f(x) =3-2[sin(4x—57) 4) k(x)=5 +§ [¢os (% (77— x))
2) g(x)=2[8in (%x—%ﬂ)+5 5) I(x) =5+3Bin°(2x+2,5m)
3) h(x) =3[[cos(2x - 1) +2] 6) g(x) = 6Ein3(%x—%ﬂ) +2
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Welche neuen Begriffe habe ich kennen gelernt?

éha?e;versa'\ie/bu:i; émp@en%d@
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Wiederholung

Diese Fragen sollten Sie ohne Skript beantworten konnen:

Beschreiben Sie die Seiten eines rechtwinkligen Dreiecks.

Wie werden trigonometrische Funktionen definiert?

Wie erfolgt die Umrechnung von Bogenmal in Gradmal3?

Was beschreibt der Sinussatz?

Warum ist der Cosinussatz im Grunde genommen der Pythagorassatz?
Was bedeutet eine Phasenverschiebung?

Was wissen Sie wenn das Argument durch 90 teilbar ist?

X N X X X X X

Wie sieht die Tangensfunktion aus?



AUFGABEN

I.  Vereinfachen Sie die folgenden Ausdriicke soweit als moglich und geben die
Eigenschaften der Funktionen an.

a)sin(2x —9n) b)sin(2,5x—7,5n)
|
¢)cos(12[(4x—57) d)cos( {777+ 6x)-3,5m)

ll. Skizzieren Sie den Graphen zu Cotangens.

lll. Geben Sie alle Seiten und Winkel der (rechtwinkligen) Dreiecke an.
a) a=90°a=5cm,b=3cm b) a=30°%c=6cm

IV. Bestimmen Sie von dem (nicht-rechtwinkligen) Dreieck mit den Werten
a=8dm,c =9,1dm,[ = 20° den Umfang und Flache.
Verwenden Sie mindestens einmal den Sinus- und Cosinussatz.
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EUKLIDISCHER VEKTORRAUM

Als Grundlage flir Geraden- und Ebenenberechnung im 3-dimensionalen Raum dient der
Euklidische Verktorraum OxOx0 = 07 .

Die Vektoren kdnnen nicht nur senkrecht, soTndern auch in der waagerechten der
sogenannten transponierten Form(x; y;z)  dargestellt werden.

A Y-Achse
AT o] =00 B
P AR T oalp=EMxy;z Koordinaten-
i I 1.0 T
: AJ i E J = (O:1;0) >_ einheitsvektoren
: N : .I\ j— ‘) r
i k i > : ,,/ > X-Achse k (070’1) _/
______________ 124
Z-Achse
Betrag: |]3| =r=\/x2 +y° 427
.= X - - z
Winkel: cos(i, p) =—;cos(j, p) = X;COS(/C, p)=—
r ¥ ¥
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VEKTORENKLASSEN

Fir die Vektorrechnung im Bereich von Geraden, Ebenen und Korper ist es wichtig die beiden
moglichen Arten von Vektoren zu unterscheiden.

v" Ortsvektor:

v"  Richtungsvektor:

Beispiel:

v’ Ortsvektor:

v'Richtungsvektor: X =

Vorkurs - WS 2019/20

a=0A

Stellt die direkte Verbindung vom Ursprung zu einem
beliebigen Punkt im Raum dar.

Werden zwei beliebige Punkte im Raum verbunden, A— _ [; .
so erhalt man den Richtungsvektor, der sich stets aus b=b-a
der Differenz zwischen Endpunkt und Anfangspunkt berechnet.

3\ . 1 A Y-Achse
a=| |b=
1 _ 3 _ -2 X-Achse
-2) \1) -3 >
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DAS SKALARPRODUKT

Bei der Multiplikation von zwei Vektoren nutzt man die Methodik des inneren Produkts.

a4 b,
- . = |la, | |Db, "
B(a,b)=alh = ] => a,B,=a, B,+a, B,+..+a, B,
i=1
an bn

Es werden demzufolge die einzelnen Komponenten untereinander multipliziert und die Ergebnisse
anschlielend addiert. Als Ergebnis bekommt man somit keinen Vektor, sondern eine reelle Zahl.

Eigenschaften:

»nicht binar 000" - O
»kommutativ 8(a,b)=6(b,ad)
»assoziativ BB(G,b)=6(BE,b) =6, b)
> distributiv O(G+b,c)=6(a,c)+6(b,7)
> positiv definiert B(G,a)>00ad 20
2 -3
Beispiel: 5 2 4
NEI =>a,B,=20-3)+502+10{-4)+30=3
- i=1
3 1
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AURERES PRODUKT (VEKTORPRODUKT)

Eine weitere Moglichkeit zwei Vektoren zu multiplizieren ist das duRere Produkts.
Es wird stets diagonal multipliziert (siehe Determinaten), wobei rechts herum positiv und links
herum negativ gerechnet wird.

a b, a, b, —b, La,
axb=|a, |x| b, |=| a, b, —b, &
ds b, a, b, —b, L,

—_

\S)

Eigenschaften:

»Binare Operation: 0" xJ" - OQ”*

»antikommutativ axb=-bxa

> assoziativ BUaxb)=BUxb=axBDb

> distributiv ax(b+¢)=(axb)+(@xc)

Beispiel: 3 5 22 -30-1) 7
2 |x|3|=| (-)B-23|=|-11
-1 2 33-502 -1
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LANGE / WINKEL VON VEKTOREN

Da es sich bei einem Vektor um ein n-dimensionales Objekt handelt, kann der erreichte Punkt
entweder mittels Koordinaten oder via Lange und Winkel dargestellt werden.

> Lange: ‘5‘:\/a12+a22+...+a2 =,6\a,a
, ~ 1 . N
Normierter Vektor: g° = H (& (Ldnge ist Eins)
a

Abstand D(Zz,[;): a—b|= \/(a1 —bl)2 +(a2 —b2)2 +...+(an —bn)2
>Winkel:  6la.5)=|d] Ub|éosa « a, B+, B,+...+a, B,=/6(d,a 3606, ) Ros a

Cauchy-Schwarze Ungleichung @ = arccos — < ‘ ‘ -
e acp

Orthogonalitétskriterium: cos(90°) =0= 9(&,[;) =00 Qﬁ‘ Z00

15¢0)
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AUFGABEN

1) Berechnen Sie — sofern moglich - das innere / duBere (im R®) Produkt der folgenden Vektoren
untereinander sowie deren Summe/ Differenz und bilden Sie jeweils den normierten Vektor.

2 4
-3 4
- 10 — . | -6 - . (—4
a= b=| 0 c= d=| 17 e=
-3 2 3
4 -4
6 -5

2) Bestimmen Sie jeweils die fehlende Koordinate so, dass die jeweiligen Vektoren senkrecht
aufeinander stehen und berechnen anschlieRend deren Abstande.

a) 3 -5 b) -2 4
- 3 3 2
a= b = . .
-1 X a= b=|5
4 1 Y 2
-2 3
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LINEARE (UN)ABHANGIGKEIT

Grundlage der (Un)Abhangigkeit von Vektoren ist dessen Linearkombination, d.h. es wird jeder
Vektor mit einem beliebigen Skalar multipliziert und anschlieRend die Summe gebildet.

ala+pBb+..+{
Im Fall der (Un)Abhangigkeits-Priifung untersucht man, ob einer der Vektoren mittels einer

Linearkombination der ubrigen darstellbar ist, d.h. man bildet die Linearkombination der Vektoren
und setzt diese Kombination gleich Null.

alli=Bb+.+(F - alli+BHh+..+lE=0

Existiert nur die sogenannte Triviallésung der Forma = S =...={ =0, dann sind die Vektoren
linear unabhéangig. Sollte eine der entstehenden Losungen# O sein, dann sind sie linear abhangig.

3 -1 -3 3 -1 -3 .
.y L2 - 2 | 2 2 2 2| -
Beispiel: a=| |b= ¢ = =all |+40 + y =0 = [=3
1 -3 -5 1 -3 -5
y=-2
4 2 1 4 2 1
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BASIS / SPAN

In einer Basis sind Objekte/ Vektoren enthalten, die einen zugehoérigen n-dimensionalen Raum
komplett aufspannen kdnnen.

Demzufolge besteht der Euklidische Vektorraum [I° aus den 3 Koordinaten-Einheits-Vektoren:

1 0 0 linear unabhdngig
e =|0fe,=|1}é =0 normiert (Ldnge 1) Orthonormalsystem
0 0 1 orthogonal

Grundvoraussetzung ist die lineare Unabhangigkeit, d.h. eine begrenzte Anzahl von linear
unabhangiger Vektoren bilden eine Basis, wobei die Anzahl der enthaltenen Vektoren die
Dimension des Raums angibt.

Die Dimension ist unabhangig von der Anzahl der Komponenten/ Koordinaten eines Vektors.

Beispiel:  Die drei Vektoren (letztes Beispiel) sind linear unabhdngig und bilden demzufolge
auch eine Basis. Da es sich um drei Basisvektoren handelt, spannen Sie einen Raum
der 3. Dimension auf.
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LOSUNGSMETHODIK

Frage: Bilden die gegebenen Vektoren eine Basis des[]’ ?
1 2 -3

a=| 3 [b=|1}é=|1 |>al@+BB+ylE=0
-2 -3 5

OI[(—3)}+ |12 la +28 -3y =0
0 }+ -0 =58 +10y = 0 .
0 0 +18 -1y = 0I5 }

)
+ +
YRS
+ |
< <
1] ]

la +28 -3y = 0
0 +18 -1y = 0 < a=L=y=0 Triviallosung: Die Vektoren sind linear unabhangig.
0

=
o
+
)
<
I

2)(-3
Es handelt sich somit um eineBasisB=|| 3 ;| 1 [;| 1 mit der Dimension 3.
-2){=-3)1 5

Somit kann durch diese Basis der[]° aufgespannt werden.
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AUFGABEN

1) Sind die folgenden 3 Vektoren a, b ¢ linear unabhanglg?
Stellen Sie den Vektor d als Linearkombination von a, b ¢ dar.

) 5 -2 6
a=|1b=|-1c=| 2 [d=| 5
3 0 3 -6

2) Prifen Sie, ob die gegebenen Vektoren eine Basis bilden und geben die maximal mogliche
Dimension mit dem zugehdrigen Raum an.

1 2 -3 -9
2]~ (0. 1 |- 7
a= b= |c= d =

-1 1 2 0

3 5 1 4

3) Bestimmen Sie die Parametera, S [10 so, dass das Vektorsystem (vy,v2,v3 ) mit
V] :(],a,—])T , VD :(Z,I,O)T und v3 =(—3,—,8,1)T linear unabhangig ist.
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GERADENGLEICHUNG

Eine Gerade ist die graphische Darstellung einer linearen Gleichung bestehend aus Steigung und
Startpunkt bzw. Achsenabschnitt und wird in folgenden zwei Arten dargestellt.

v Parameterfreie Form: y=mlx+b
b=Achsenabschnitt; m = Steigung

v' Parameterform: Y=d+alAB
a = Ortsvektor (Startpunkt); AB-= Richtungsvektor
Beispiel:
v' Parameterfreie Form: A=(3:9) Ay 775 _ )
Ax 2-3 :|> = y=—"2[x+11
B =(2;7) b=y-mk=7-(-2)2=11

2 -1 2 (-)-2 2 -3
v' Parameterform: a=l 1 1o0b=l 2 |l=%=l 1 |l+am 2-1 |=| 1 |+al 1

-3 2 -3 2—=(-3) -3 5
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AUFGABEN ZU GERADEN

1) Berechnen Sie das dauBere Produkt der folgenden Vektoren.

a) a=(2-13)":b =(-1:2:5)" b) ¢ =(-2:41)";b =(53:1)"

2) Berechnen Sie sowohl die parameterfreie als auch die Parameterform der Gerade durch
die folgenden Punkte und fertigen Sie eine Skizze an.

a) A=(2:5);B=(-23) b) A=(-1;3);B=(2;-6)

3) Geben Sie die Parameterform der Geraden durch folgende Punkte an.

) 1 4 5
a) a=| 3 [b=|2 b) a=|-3b=|-2
1 9) ) 4

4) Prifen Sie, ob die folgenden 3 Punkte auf einer Geraden liegen.

-1 2 5 3 4 2
a) a=| 4 |b=|-1);¢=|-6 b) x=|-2y=|-1}z=]-1
3 2 1 -1 3 2
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LAGERELATION VON GERADEN |

Im Euklidischen Vektorraum [1° handelt es sich um einen 3-dimensionalen Raum, der durch
die 3 Koordinanteneinheitsvektoren als Basis definiert ist.

Da eine Gerade nur ein 2-dimensionales Objekt ist, existieren insgesamt vier mogliche
Lagerelationen:

Gerade = Startpunkt + Parameter * Richtungsvektor

v' parallel: linear abhangige Richtungsvektoren, wobei der Startpunkt der ersten
Gerade nicht auf der zweiten Geraden liegt.

v identisch: linear abhangige Richtungsvektoren, wobei der Startpunkt der ersten
Gerade auf der zweiten Geraden liegt.

v' schneiden sich: linear unabhingige Richtungsvektoren. Beim Gleichsetzen der beiden
Geraden ergibt sich eine eindeutige Losung fiir die Parameter.

v windschief: linear unabhangige Richtungsvektoren. Beim Gleichsetzen der beiden
Geraden ergibt sich ein Widerspruch fiir die Parameter.
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LAGERELATION VON GERADEN i

Aufgrund der definierten Lagerelationen ergibt sich der folgende Entscheidungsbaum:
g X =a +alb 8% =a,+ b,
bl = ywz Abhdngigkeit der Richtungsvektoren

JA NEIN

—

Priifen des Startpunkts Ziz = 51 +a g =& Gleichsetzen der Geraden

—

JA NEIN JA NEIN

identisch parallel  Schnittpunkt windschief
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LAGERELATION VON GERADEN Ili

1 3 -2 1
Beispiel: g X% = 3 |+all-2 g,:% = 1 |+p1-2
-2 -4 4 1
3 1 y=3
1. Abhdngigkeit der Richtungsvektoren: -2 |=ylll-2|= y=1
-4 1 y=-4
3¢ -18 = -3 ID} | [3-1)
2. Gleichsetzen der Geraden: & =&, = |=2a 2B = =2
-4a -1 = 6
3¢ -1 = -3
o | 4a 0 = -8 @a:—ZDa:—%
-7 0 =9

Aufgrund des Widerspruchs missen die beiden Geraden windschief zueinander liegen.
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AUFGABEN ZUR LAGERELATION

1) Wie liegen die folgenden Geraden zueinander?

2 -2 -1 1

a) g :x=|-5+all8 g,: %, =| 3 |+B-4
B O E

1 -1 2 2

b) g,:x, =|-3[+tal2 g,: X, =|—-6|+p1-5
B el

2) Bestimmen Sie die Parameterform der Geraden und geben deren Lage zueinander an.

A~

) eff]

(2;—2;5)T;5 = (— 1;1;3)T g,:C*= (— 1;3;2)T;g = (3;—2;5)T

3

29
Q

I
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ABSTAND PUNKT/GERADE ZU GERADE |

Zur Berechnung von einem Abstand definieren wie den Punkt Q und die Gerade in der Form
g,:X, =P +alb, mitP, alsStartpunkt und b, als Richtungsvektor der Geraden n.

b, x(Q-P)
v' Punkt zu Gerade: d= —
bl

];1 X (Pz - P1)
v'  Gerade zu Gerade (parallel): d= ;
1

(P, = B) b, xb,)

v'  Gerade zu Gerade (windschief): d =

b, xb,
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ABSTAND PUNKT/GERADE ZU GERADE i

e of] afl}ef]
SHEHEL K
HEb

—-10)* +11% +(-13)
d:J( ) ( >:/3299023,67

\/(_3)2 +92 +42

10-20
—4-(-15)
[ -15-=2)

B

b x(Q-P)
d= d =

—

Vorkurs - WS 2019/20 Torsten Schreiber 232



ABSTAND PUNKT/GERADE ZU GERADE il

Beispiel Gerade zu Gerade:

(parallel)

b x(P,—PF,)

—
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i
A
N

-5)? +(17)* +9?
d:J( )2 +(17) i} /39525,31
V2?2 +1% +32 14

1 6
g, 1%, =|3|+[U3
4 9
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BEISPIELE ABSTAND

e o201 ol
JER:HERE].
HiS

_|-1s+6-15] _ 24

V38 438

V3 42" +5°

= 3,89

Vorkurs - WS 2019/20 Torsten Schreiber 234



AUFGABEN

1) Berechnen Sie von den gegebenen Vektoren deren Winkel miteinander und mit den
Koordinatenachsen. Bestimmen Sie auch das Vektorprodukt sowie den Abstand der Vektoren.

2 -6 -3 1
a) a=|2| b=|-3 b) ¢=|-4| d=|-2
-1 2 0 2

2) Bestimmen Sie jeweils die fehlende Koordinate so, dass die jeweiligen Vektoren senkrecht
aufeinander stehen und berechnen den Flacheninhalt des sich aufspannenden Rechtecks.

3x 2 1 —-5x
a) a=|-2| b=|2x b) ¢=|-4x| d=| -2
4 3 -3 1
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AUFGABEN ZUR LAGERELATION

1) Wie liegen die folgenden Geraden zueinander?

1 -1 2 2
a) g:x,=|3|+all2 g,:x, =1 |+L013
5 5 7 4
2 1 0 -3
b) g :x,=|3|+tall-2 g,: X, =| 7 [+LU 6
5 4 -3 -12

2) Prifen Sie, ob die folgenden 3 Punkte auf einer Geraden liegen.

-3 5 -2 2 —4 2
a) a=|-2b=|4c=] 1 b) ¥=| 5 [y=|-3}z=|12
1 3 5 -2 6 0
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Welche neuen Begriffe habe ich kennen gelernt?

EUk“diSCW Richtungsvektor

Vektorprodukt
Skalarprodukt
Geradengleichung
lineare

W Abhangigkeit
y e S
.{\-—\_Q { Absténdi_;
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