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WIEDERHOLUNG

Diese Fragen sollten Sie auch ohne Skript beantworten konnen:

v' Was beschreibt der Differenzenquotient?

v’ Wie kann man sich die Steigung im R3 vorstellen?

v' Was bedeutet das fur die Ableitungen?

v’ Was ist eine Differentialgleichung (implizit und explizit?

v' Was beschreibt die Ordnung einer Differentialgleichung?

v' Welche Funktionsklassen bendtigen die Kettenregel?

v' Wann spricht man von einer allgemeinen, speziellen Lésung?
v' Was sind die Integrationskonstanten?
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ZIELSETZUNG

Themen, die Sie nach dieser Veranstaltung kennen sollten:

Aufgaben und Anwendungen von Doppelintegralen.
Allgemeine Definition der Losungsverfahren einer DGL?
Wie erhalt man die Losung durch Trennung der Variablen?
Welche Typen von DGL sollte man substituieren?

Was ist eine lineare Differentialgleichung?

Was versteht man unter Variation der Konstanten?

Was ist eine Storfunktion und welche Rolle spielt sie?

LN X X X X X

Aufgaben und Ubungen zu den benannten Themen.

StudiumPlus - SS 2017 Torsten Schreiber

105



AUFGABEN NEU

1) Berechnen Sie zu den gegebenen Differentialgleichungen der 1. Ordnung deren Lésung unter
Berucksichtigung der Randwerte.

a) y'=8-e*1 12 y(0)=eny(l) =2e3—c¢

I __ 3 —_
b) y - (1_x)21 y(z) =5

2) Geben Sie zu der gegebenen Losung einer Differentialgleichung 2. Ordnung den
dazugehorigen Funktionsterm an.

a) x(t) = sin(2x — 3)

eZ—Sx

b) y(x) =

10
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LOSUNGSVERFAHREN VON DGL

Um eine Differentialgleichung effizient zu 16sen, muss im ersten Schritt der Typ der
Gleichung bestimmt werden, um somit das Verfahren auszuwahlen:

> Trennung der Variablen: y'=fx)-gly) % =f(x)-g(y)
> Substitution: y'= f(ax + by + ¢)
/=r0)
> Lineare DGL: y'+f(x)y=g9)
> Lineare DGL mit y'+ay=0 (homogen)

konstanten Koeffizienten:

y'+ay=g(x) (inhomogen)
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LOSUNGSVERFAHREN |

Handelt es sich um eine separabel DGL, dann wird die Ableitung als Differenzenquotient

ausgedrickt y' = % und anschlieBend die Losung mittels Trennung der Variablen

anhand der folgenden Schritte bestimmt:

1. Trennung der Variablen und deren Differentiale

2. Integration auf beiden Seiten

3. Aufldsen der Gleichung in die implizite Form F;(y) = F,(x)
4. Bestimmung der Integrationskonstante via Randwerte

TIPP:

Bei der Integration einer DGL entstehen haufig logarithmische Terme.

Beim Auflésen nach y muss der Logarithmus durch Potenzrechnung aufgehoben
werden, so dass es sich empfiehlt als Integrationskonstante ebenfalls einen
logarithmischen Term [n|C| zu benutzen.
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LOSUNGSVERFAHREN II

Beispiel zur Trennung der Variablen: y'=e* 7, y(0) =1

1. Trennung der Variablen und deren Differentiale:

d — —
y’:d—i:ex Y =e*-pe yﬁeyd}/:exdx

2. Integration auf beiden Seiten
[eYdy=[e*dx =2e¥=e*+C y = Inle* + e — 1]
3. Aufldsen der Gleichung in die implizite Form F;(y) = F,(x)

In(e¥) =In(e* + C) = y = In|e* + C|

4. Bestimmung der Integrationskonstante via Randwerte

M =1=>mnle®+C|l=n|1+Cl=1>1+C=el=>C=e—-1
y
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AUFGABEN

1) Bestimmen Sie die gesuchte Losung der Differentialgleichung und berechnen die
Integrationskonstante anhand der Randwerte.

a) y' = +1):-sin(x); y(g) — 4

b) x+yy' =0, y(0) =2

2) Die Bewegung einer Masse, die durch eine konstante Kraft beschleunigt wird und einer
Geschwindigkeit v proportionalen Reibungskraft unterliegt, gentige der DGL:

10-%+v=40, mit v(0) = 10

Wie lautet das Geschwindigkeit-Zeit-Gesetz v = v(t)?
Welche Endgeschwindigkeit v, erreicht die Masse?
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LOSUNGSVERFAHREN Iii

In einigen Fallen kann durch eine geeignete Substitution eine explizit definierte DGL in eine

separable Uberfihrt werden.
Anschlieflend nutzt man wieder das Verfahren der Trennung der Variablen:

1. Substituition

o ¥y =flax+by+oc) y =£(%)
u=ax+by-+c uz%@yzu-x
u' =a+by Ay =f(u) y'=1-u+x-u Ay = f(u)
uw=a+b-f(w u’=f(u;_u

2. Trennung der Variablen

3. Resubstitution
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LOSUNGSVERFAHREN IV

Beispiel zur Substitution:

1. Substitution vom Typ:

2. Trennung der Variablen:

StudiumPlus - SS 2017

y' =2x-—y

y' = f(ax + by + ¢)

u=2x—y+0=u=2-y" =>y"'=2-u

y=2x—-yoel2-u=ue-u=u-2

du . du d
dx_u u—z_ *
du
f =—jdx=>ln|u—2|=—x+l7’l|c|
u—2
[ = x5t = e s u=ce 42
n —| = X = =e u==C-e
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LOSUNGSVERFAHREN V

y'=2x-y

Beispiel zur Substitution:

3. Resubstitution der Gleichung:

u=C-e*+2ANu=2x—y

2x—y=C-e™*+2

y=—-C-e*+2x—2
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LOSUNGSVERFAHREN VI

. o ,
Beispiel zur Substitution: P Xtay

=1+2-2
X

X

1. SubstitutionvomTyp: y' =f (X)

X

uz% S>y=u'x=>y =u+t+x-u

y’=1+2-%=>u+x-u’ =1+2-u

x-u =1+4+u

2. Trennung der Variablen:

du du dx
x-—=1+u= =
dx 14+u X

du dx
J :f—zln|1+u|=ln|x|+ln|C|=ln|C'x|
14+u X

l+u=Cx >u=C-x—1
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LOSUNGSVERFAHREN Vii

I xX+2y

Beispiel zur Substitution: =142 %

X

3. Resubstitution der Gleichung:

u=Cx—1Ay=x-u

y=x-(C-x—1)

y=C-x*—x
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AUFGABEN

Bestimmen Sie die gesuchte Losung der Differentialgleichung mittels einer
geeigneten Substitution und geben ebenfalls die spezielle Losung.

a) x%y'=y*—xy; y(-1) =1

el y =f (%)

b) (A +x*)-yy' =x-(1+y?), y(1) =-3

TYPI: vy ' =f(ax+ by + )

StudiumPlus - SS 2017 Torsten Schreiber 116



LOSUNGSVERFAHREN VIii

Hat eine DGL die Form y' + f(x) - y = g(x), dann handelt es sich um eine sogenannte
lineare Differentialgleichung 1. Ordnung.

Der Ausdruck g(x) wird auch Stérfunktion genannt.
Ist g(x) = 0, so handelt es sich um eine homogene lineare DGL (sonst inhomogen).

Allgemeine Herleitung der Integration einer homogenen linearen DGL: y' + f(x) -y =0

Trennung der Variablen: % +f(x)-y=0= % = —f(x)dx

Integration: f% = — [ f(x)dx = In|y| = — [ f(x)dx + In|C|
Zusammenfassung: Inly| — In|C| = In |%| = — [ f(x)dx

Allgemeine Losung: y==C- e~ [ fWdx, o e R
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LOSUNGSVERFAHREN IX

Beispiel zur homogenen linearen DGL: y' ' —2xy =0;y(0) =5
1. Trennung der Variablen: % = 2x dx
2. Integration beider Seiten: f%y = [ 2x dx = In|y| = x? + [n|C|
. _ Y _ .2 Yy _ _x?

3. Zusammenfassung: Inly| — In|C| = In |E| =x‘=>-=e
4. Allgemeine Losung: y=C- exz; CeER
5. Spezielle Losung: y(0)=5 =C=5

y=5- e~’

X

-1 -0,75 0,5 0,25 0, 025 05 075 1
1 MatheGrafix.de
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LOSUNGSVERFAHREN X

Fir den Fall einer inhomogenen linearen Differentialgleichung 1. Ordnung
existieren zwei Losungsmethoden:

» Variation der Konstanten:
Diese Methode basiert im Wesentlichen darauf, dass die Integrationskonstante variiert,
d.h. durch eine Funktion in Abhangigkeit von x ersetzt wird.

y(x) = K(x) e 1 /0%

» Aufsuchen einer partikuldren L6sung:
Die gesuchte Gleichung wird als Summe aus der allgemeinen Losung der homogenen

linearen DGL yo = yo(x) und der partikuldren Lésung des inhomogenen Systems
Yp = ¥p(x) verechnet.

y(x) = yo(x) + yp(x)
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LOSUNGSVERFAHREN Xl

Beispiel zur Variation der Konstanten: y' — 3y = x - e**
1. LOsung der homogenen DGL: y' =3y=0>y,=K:e3*
2. Variation der Konstanten: y =K(x)-e3*

y' =K'(x)-e3* +3-K(x)-e3*
3. Einsetzen in die inhomogene DGL: y’' — 3y = x - e**

K’(x)-e3x+3-1\((x)-e3x—3-l((x) -}e?’x

Y
K'(x)-e3* =x-e** 0
4. Allgemeinen Losung: K'x)=xe*=>Kx)=((x—-1)-e*+C

y=[(x—1)-e*+C]-e3*=(x-1)-e*+C-e3*
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LOSUNGSVERFAHREN XII

Beispiel zur partikularen Losung:

1. Losung der homogenen DGL:

2. Wahl des Losungsansatz:

3. Einsetzen in die inhomogene DGL:

4. Allgemeine Losung:
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y' —tan(x) -y =2 - sin(x)

y'—tan(x) -y =0=1y, =

cos(x)

Yp = A cos(x),
da durch Einsetzen auf der linken Seite die
Storfunktion auf der rechten Seite gebildet werden kann.

Vp' = —A-sin(x)

y'—tan(x) -y = 2 - sin(x)

—A - sin(x) — i::gg - A-cos(x) =2-sin(x)
. . C 1. . C—cos?(x)
Y =Yot+¥p =gt (1) cos(x) == -
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AUFGABEN

Bestimmen Sie die gesuchte Losung der inhomogenen Differentialgleichung.

a) Variation der Konstanten:

y' - sin(x) —y - cos(x) = 4 - sin*(x)

b) Bestimmung der partikuldren Lésung:

y' + % = cos(x)
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LOSUNGSVERFAHREN Xl

Fir den Fall einer linearen DGL 1. Ordnung mit konstanten Koeffizienten
y+ay=gkx)

nutzt man zur Bestimmung der Losung - wie in den Abschnitten zuvor erklart -
ebenfalls das Verfahren der Variation der Konstanten oder berechnet die Funktion
durch eine partikularer Losung.

Zur Berechnung der gesuchten Funktion durch das partikulare Verfahren muss
neben der Lésung des homogenen Systems y, auch eine beliebige Funktion sprich
partikuldre Lésung y,, gefunden werden.

Beachtet man die Definition der DGL, dann sollte die partikuldre Losung y,, stets

aus der gleichen Funktionsklasse (trigonometrisch, exponentiell,...) wie die
Storfunktion g(x) selber sein, damit die Gleichung einfach zu I6sen ist.
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LOSUNGSVERFAHREN XIV

Konstante Funktion Yp = Co

Lineare Funktion Yp =C1 "X+

Quadratische Funktion Yp=C2 x* 4+ ¢ x+c
Polynomfunktion vom Grade n Yp=Cp X"+ tcirx+

gx) =A-sin(w - x) Yp = €1 sin(w - x) + ¢, - cos(w - x)
g(x) =B -cos(w - x) Oder

gx) =A-sin(w-x) + B - cos(w - x) y, = ¢ sin(w - x + @)

C-eP* b+ —a
Yo =
C-x-e’b=-a

StudiumPlus - SS 2017 Torsten Schreiber 124



LOSUNGSVERFAHREN XV

Beispiel zur linearen DGL 1. Ordnung mit konstanten Koeffizienten :

y+2-y=2-x*—4

1. Lésung der homogenen DGL: y' +2:y=0>y,=C-e %¥

2. Wahl des Losungsansatz: y,=a-x>+b-x+c,
Y, =2a-x+b

3. Einsetzen in die inhomogene DGL: (2a-x+b)+2-(a-x?+b-x+c)=2-x%2—4
2a-x*>+ (2a+2b) - x + (b + 2¢)

2-x% + 0-x + 4
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LOSUNGSVERFAHREN XVI

Beispiel zur linearen DGL 1. Ordnung mit konstanten Koeffizienten :

y+2-y=2-x*—4
2a =2=a= 1
4. Entwicklung der Gleichungen: 2a+2b = (0 =b= -1
b +2c=—4>c=-1,5

5. Allgemeine Lésung: yo = C - e~?* (homogene Ldsung)

Yp =x*—x—1,5
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AUFGABEN

Bestimmen Sie die zugrundeliegende Funktion
der linearen DGL 1. Ordnung mit konstanten Koeffizienten.

a) Bestimmung der partikuldren Losung :

y'+5y=-26-sin(x); y(0) =0

b) Variation der Konstanten:

y'+3y=e*+2-cos(2x)
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