Mathematik (BWS8)




Wintersemester 2013/14

Torsten Schreiber



Mathematik ist begreifbar...

www.mathematik-guru.de



. und macht sogar Spals!

schreiber@mathematik-guru.de



Methodik meiner Veranstaltung

) ) )
* WarmUp

5 T




Mathematik (BW8)

Lernziele / Kompetenzen

Die Studierenden haben einen sicheren Umgang mit algebraischen Termen und
kénnen lineare und quadratische Gleichungen und Ungleichungen sicher [6sen.
Sie kennen wichtige mathematische Funktionen und ihre Eigenschaften; sie
beherrschen deren Differentiation und Integration.

Themengebiete

v Zahlen, Potenzen, Exponenten, Terme, Identitaten, Umformungen, Briiche
v Gleichungen und Ungleichungen (lineare, quadratische)

v’ Lineare-, Potenz- und Exponentialfunktionen

v’ Differentiation

v Eigenschaften von Funktionen

v’ Integration



Die Klausur

'~

Theorie der schonen Zahlen

Taschenrechner brauchen wir nicht!

Blicher gehoren in die Bibliothek

Alles was ich geschrieben habe, darf ich auch nutzen.



Literaturverzeichnis

Bereich Autor Titel Zusatz Verlag ISBN
Algebra Lehr- und Ubungsbuch Mathematik Band 4 Harri Deutsch | 3-8171-1123-1
Algebra Papula Mathematik fiir Ingenieure Band 2 Vieweg 3-528-94237-1
Algebra Teschl Mathematik fiir Informatiker Band 1 Springer 978-3-540-70824-7
Analysis Lehr- und Ubungsbuch Mathematik Band 3 Harri Deutsch | 3-87144-403-0
Analysis Papula Mathematik fiir Ingenieure Band 1 Vieweg 3-528-94236-3
Aufgaben Papula Mathematik fiir Ingenieure Aufgabensammlung Vieweg 978-38348-0157-9
Mathematik Hartmann |Mathematik fiir Informatiker Lehrbuch Vieweg 3-8348-0096-1
Formelsammlung |Bartsch Mathematische Formeln Taschenbuch Harri Deutsch | 3-87144-774-9
Formelsammlung |Papula Mathematische Formelsammlung Formeln Vieweg 3-528-74442-1
Grundlagen Lehr- und Ubungsbuch Mathematik Band 1 Harri Deutsch |3-87144-401-4
Grundlagen Lehr- und Ubungsbuch Mathematik Band 2 Harri Deutsch | 3-87144-402-2
Grundlagen Schwarze |Mathematik fiir Wirtschaftswissenschaftler | Aufgabensammlung NWB 3-482-43315-1
Grundlagen Schwarze |Mathematik fiir Wirtschaftswissenschaftler |Bandl: Grundlagen NWB 3-482-51561-1
Grundlagen Schwarze |[Mathematik fiir Wirtschaftswissenschaftler |Elementare Grundlagen fiir Studienanfanger |NWB 3-482-56646-1
Finanzmathematik |Purkert Briickenkurs Mathematik Wirtschaftswissenschaftler Vieweg 978-3-8348-1505-7
Finanzmathematik |Locarek |Finanzmathematik Lehr- und Ubungsbuch Oldenbourg 3-486-24040-4
Statistik Papula Mathematik fiir Ingenieure Band 3 Vieweg 3-528-34937-9
Statistik Schwarze |Grundlagen der Statistik Band 1: Beschreibende Verfahren nwb Studium | 978-3-482-59481-6
Statistik Schwarze |[Aufgabensammlung zur Statistik Aufgaben mit Losungen nwb Studium | 978-3-482-43456-3




ZIELSETZUNG

Themen, die Sie nach dieser Veranstaltung kennen sollten:

Was sind die Objekte der Mengenlehre?

Welche Darstellungsformen gibt es?

Was bedeutet verbale bzw. mathematische Bedingung?
Aus welchen Junktoren ist die Mengenlehre aufgebaut?
Worin liegt der Unterschied zwischen UND und ODER?
Was bedeutet die Modulo-Operation?

Welche Zahlenmengen werden definiert?

LN X X X X X

Aufgaben und Ubungen zu den benannten Themen.
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URKNALL DER MATHEMATIK
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GRUPPEN VON MENGEN
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MENGENDEFINITION
{ Objekt}

|

{ Menge } { Element } {}

v

Reihenfolge spielt keine Rolle

Unterscheidbarkeit der Objekte (redundanzfrei)

Torsten Schreiber
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OBJEKTFORMEN

{1,2} — Menge mit 1 Objekt: Element 1,2
(1;2) — Element als Tupel mit den Koordinaten 1 und 2
1,2 = Element mit dem Wert 1,2
{{1;2}} — Menge mit 1 Objekt: Menge mit den Elementen 1 und 2
{(1;2)} — Menge mit 1 Objekt: Tupel aus 1 und 2
;2 = 2 Elemente 1 und 2

{1,2;1; {2}} —> Menge mit 3 Objekten:
Element 1,2 und 1 sowie der Menge aus 2

WS 2013/14 Torsten Schreiber 13



DARSTELLUNGSFORMEN

1) Aufzahlung:

Die einzelnen Objekte werden innerhalb der Menge aufgefiihrt,
wobei Platzhalter in Form von ,,...” dargestellt werden.

2) Einschluss:
Basierend auf einer beliebigen Ausgangsmenge wird ein Gesetz
definiert, das die enthaltenden Objekte beschreibt.

3) Ausschluss:

Aus einer Grundzahlenmenge werden die Objekte definiert, die
nicht enthalten sein durfen.

Beispiel: Mengen der geraden, natlirlichen Zahlen
DGy =12:4:6:8;...}

2)Gy =1xe Nlxmod2 =0}
3)Gy =xe€ N\{xe Nlxmod2 <> 0}
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MODULO

Die Modulo-Funktion entspricht einem Restwertoperator, d.h. bei
einer ganzzahligen Division wird der Rest als Ergebnis dargestellt.

XmodY =R

Zahler Nenner (Divisor) Restwert

Beispiel:
5mod2=1,denn5+2=2Rest1

23mod5=3,denn 23+5=4Rest 3

Teilbarkeit: Restwert muss 0 ergeben

xmod7=0 X ist teilbar durch 7

xmod2<>0 xistnicht durch 2 teilbar (ungerade Zahl)

WS 2013/14 Torsten Schreiber
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ZAHLENMENGEN

Natirliche Zahlen {1;2;3...}

Ganze Zahlen {...—2;—1;0;1;2...}

Rationale Zahlen %;ae ZAbe Z\{O}

Endliche Nachkommastellen, Periode

Reelle Zahlen {;z;e;ﬁ;...}

Unendliche Nachkommastellen

Komplexe Zahlen z=a+b-ini=+-1

Torsten Schreiber
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JUNKTOREN

Junktoren entsprechen Verbindungen / Operatoren die beliebige Objekte
miteinander verknipfen kdnnen (Artithmetik: ,,+% ,,-“ ,*% ,,:“).

UND (AN B):

Das Objekt der Losung gehort gleichzeitig zu den Menge A und B. (Durchschnitt)
Beispiel: Primzahl N gerade, natiirliche Zahl ={2}

ODER (AUB):

Das Objekt der Losung gehort zur Menge A oder B oder zu A und B. (Vereinigung)
Beispiel: ungerade Zahl U gerade, natirliche Zahl = N

NICHT (A\B) :

Das Objekt der Losung gehort zur Menge A aber nicht zu B. (Differenz)

Beispiel: naturliche Zahl \ gerade, nattrliche Zahl = ungerade Zahl

WS 2013/14 Torsten Schreiber 17



AUFGABEN

1) Gegeben sind die folgenden Mengen: A = {2;4;6;8;10} B = {1;2;3} C= {2;3;5;7;}
Berechnen Sie: AU(BUC) BNC\A (AﬂB)m(CmA) A\(BUC)

2) Uber die Anzahl n der Elemente in der Untermenge A, B und C einer Menge mit

200 Elementen ist folgendes bekannt:

n(A)=70 n(B)=120 n(C)=90 n(AnB)=50 n(AnC)=30 n(BNC)=40
n(ANBNC)=20

Wie grol$ ist die Anzahl der Elemente in den folgenden Mengen?
n(AUB) n(AUBUC) nlAnBAC) nlAnBAC)

3) Gegeben sind die Mengen der durch 5 teilbaren, ganzen Zahlen A und die Menge B mit {-10, -9, -8...8, 9, 10}.

Bestimmen Sie die Lésungen folgender Aussagen als Aufzdhlung und unter Verwendung der Eigenschaften bzgl.
der ganzen Zahlenmenge:

a) AN B b) AU B ) AB d)B\A
4) Gegeben sind die Menge A = {\ eR|42< x<

- 50} und die Menge B der durch 7 teilbaren natiirlichen Zahlen
(kleiner 45). Bestimmen Sie die Losungen (2 mal Aufzahlung und 2 mal Eigenschaften):

a) AN B b) AUB c) AB d)B\A
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WIEDERHOLUNG

Im Bereich der Mengenlehre ist darauf zu achten, dass sich alle vorhandenen Objekte
unterscheiden, d.h. sind.

Wird eine Menge mittels Eigenschaften beschrieben, so unterscheidet man zwischen einer
mathematischen und Bedingung. Gehoren einzelne Elemente nicht zu der
gesuchten Menge, so werden diese mittels aus der Welt herausgenommen.

Beim werden die gesuchten Zahlen konkret definiert, wobei beim
aus der maximalen Zahlenmenge die nicht dazugehoérigen abgezogen werden.

Um einen Zahlenbereich zwei Zahlen zu definieren, so nimmt man die Und-Verbindung.

Mittels Oder wird der Bereich der Zahlen beschrieben.

Die Modulo-Operation ist eine , d.h. man kann die Teilbarkeit einer Zahl
beweisen, in dem man bei dem Modulo-Term auf vergleicht.

Die kleinst mogliche Zahlenmenge sind die Zahlen. Handelt es sich um die Menge
der rationalen Zahlen, so kann man diese Zahlen auch als darstellen.

WS 2013/14 Torsten Schreiber
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ZIELSETZUNG

Themen, die Sie nach dieser Veranstaltung kennen sollten:

Was sind Zusammenhange zwischen Menge, Welt und dem Nichts?
Welche Gesetze existieren in der Mengenlehre?

Was versteht man unter einer Inklusion?

Welche Symmetriearten gibt es?

Was bedeutet eine Zerlegung bzw. Klasseneinteilung?

Was ist eine Potenzmenge?

Wie bildet man das kartesische Produkt?

Aufgaben und Ubungen zu den benannten Themen.

LN X X X X X

WS 2013/14 Torsten Schreiber 21



AUFGABEN

. Aufgaben = . ' y 4

U 4.3.1 Gegeben seien dtefolgmden MengenA Wy B 2 3; 4},

. B={z|lz€ NAz>5); D=13,4,5,6}.
Bestimmen Sie: a)AnB b) D\ A; c)BUD d) FN,
e). (AUB)nD fHAng. - . '

U4.3.2 GeyebenunddaeMengea - '
'A={1,10)}; B= {z € NJ1 < z < 10}; wid C = {zGNII(z(lO}
Bestimmen Sié: a)- A\ C; b) B\ (AUC); c)BUC’ d)BnC

U 4.3.3 Gegeben seien die Mengen A = z|zERAl<z<6},
D = {zleNAs(O C'mlezeﬂl\z>2},

D={z|]z€R Az<6} -
. Bestimmen-Sie die folgenden ‘Mengen; a) AnB b) A\ D; c) ANnC;

d) G\45e) BNC;f) BUC; g) ANN; b) AR; i) By

WS 2013/14 Torsten Schreiber
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GESETZE / ZUSAMMENHANGE

Kommutativgesetz:

Assoziativgesetz:
Distributivgesetz:
De Morgan:
Komplement:

Absorption:

ANB=BNA

ANn(BNC) )nC

AUB=BUA
Au(BuC)=(AuB)uC

=(ANB
An(BuC)=(AnB)u(Anc) AU(BNC)=(AuB)N(AULC)

ANB=AUB
AnA={}
An(AUB)=A

Zusammenhange zwischen A;{ },Q

Neutrales Objekt:

WS 2013/14

N: ANA=A
U: AUA=A
ANQ=A

Torsten Schreiber

AUB=ANB
AUA=Q
AU(ANB)=A

ANQ=A An{}=1{}
AuQ=Q Au{}=A
Au{hA

23



AUFGABEN

Beweisen Sie die folgenden Ausdriicke unter Benennung aller angewandten Gesetze

1) Das Absorptionsgesetz AN (A U B) =A

2) Das De Morgangesetz AN B = A U B mittels Komplement

3) Vereinfachen Sie die Robbinsgleichung: AUBUAUB

WS 2013/14 Torsten Schreiber
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TEILMENGE / INKLUSION

Sofern die Ausgangsmenge ein Teil oder komplett innerhalb einer weiteren Menge
vorhanden ist, so spricht man von einer Teilmengenbeziehung bzw. von einer Inklusion.

Methodik: {a} c Alphabet
1) Streichen der Mengenklammer bei der Ausgangsmenge ‘

2) Jedes Objekt muss bzgl. Wert und Format in der 2. Menge auftauchen ae Alphabet

Eigenschaften:

v'Die leere Menge ist Teilmenge jeder Menge { }c A
v'reflexiv: Jede Menge ist Teilmenge von sich selbst Ac A
v'transitiv: logische Schlussfolgerungen sind zugelassen Ac BABcC=AcC

v’ antisymmentrie: Beweisprinzip der Extensionalitit Ac BABc A< A=B

WS 2013/14 Torsten Schreiber 25



SYMMETRIE-EIGENSCHAFTEN

WS 2013/14

v'Symmetrie:
Zu jedem Punkt gehort
ein Spiegelpunkt.

v Asymmetrie:
Zu keinem Punkt existiert
ein Spiegelpunkt.

v Antisymmetrie:

Zu keinem Punkt existiert
ein Spiegelpunkt aber
mindestens ein Punkt
auf der Spiegelachse.

Sind mehrere Symmetrievarianten vorhanden, so kann keinerlei Aussage
uber das Symmetrieverhalten getroffen werden.

Torsten Schreiber
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KLASSENEINTEILUNG / ZERLEGUNG

Man spricht von einer Klasseneinteilung, sofern sicher gestellt werden kann, dass
jedem Objekt aus der definierten Welt einer Klasse (Untermenge) zugeordnet
werden kann.

UND-Verknipfung:

Die UND-Verbindung zwischen jeder Klasse muss jeweils die leer Menge als Losung
haben. Man spricht dann von disjunkten Mengen.

ODER-Verkniipfung:

Die ODER-Verbindung zwischen allen Klassen muss zu einer Menge flihren,
die alle Objekte der definierten Ausgangsmenge enthalt.

Beispiel: Alphabet
UND-Verknipfung: Konsonat N"Vokal = { }
ODER-Verknlpfung: Konsonat UVokal = Alphabet

WS 2013/14 Torsten Schreiber 27



POTENZMENGE

Eine Potenzmenge ist eine Ansammlung von allen moéglichen Teilmenge basierend
auf einer beliebigen Menge A.

Da jedes Objekt der Ausgangsmenge zwei Moglichkeiten besitzt, namlich zu der
Teilmenge zu gehoren oder nicht, besteht jede Potenzmenge aus 2" Untermengen.

Die Teilmengen existieren von der Lange Null (leere Menge) bis zu der Lange n
(Anzahl der Objekte in der Ausgangsmenge).

Beispiel: A= {a;b;c;d}
{ } 3
tahbhichid}

P(A) =9 {a;b}, {a;c}, {a;d},{b;c}, {b;d},{c;d},
{a:b;chiasbydbasc;d b d}
{a;b;c;d}

WS 2013/14 Torsten Schreiber 28
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KARTESISCHES PRODUKT

Das kartesische Produkt wird mittels Kreuzprodukt aus beliebigen Mengen gebildet,
wobei jedes Objekt der linken Menge mit jedem weitern Objekt tGbrigen Mengen
kombiniert wird.

Als Ergebnis entsteht ein n-dimensionales Tupel X = (xl,xz,x3,...,xn) :
Die entstehende geordnete Punktmenge ist nicht kommutativ.
Der Euklidische Vektorraum lasst sich als kartesische Produkt somit wie folgt

darstellen: R = RaFRxR = (x,, x,,x,)

Beispiel: A= {a;b;c} B= {1;2;}
AxB ={(a1)%(a,2); (6,1 (5,2): (c.1); (c,2):}
BxA={1,a),(1,6) (1 c);(2,a);(2,6)(2,c)}

WS 2013/14 Torsten Schreiber
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AUFGABEN

Mengenlehre (8 Punkte):
Gegeben sind die Menge Amit A= {- 6,-5,-4..89 ',10} und die Menge B der durch 3 teilbaren natiirlichen Zahlen

(klemner 15). Bestimmen Sie die Lésungen (2 mal Aufzihlungund 2 mal Eigenscha ften):
a) AnB b) AUB c)A'B d)B'A

Mengenlehre:
Gegeben sind die Menge A der durch 3 teilbaren natiirichen Zahlenund die Menge B mut {-4.-3-2...5,6,7}.

Bestimmen Sie die Losungen folgender Aussagen (2 mal Aufzihlung und 2 mal Eigenschaften):
a) AnB b) AuB c)A'B d)B'A

Mengenlehre (12 Punkte):
Gegeben sind die Menge A mit 4 ={1:2:3:4:6:810:12{ und die Menge B der ungeraden natiirlichen Zahlen

(kleiner gleich 13). Bestimmen Sie die Losungen (2 mal Aufzdhlung und 2 mal Eigenschaften):
a) AnB b) AUB ¢) A\B d)B\A

WS 2013/14 Torsten Schreiber 30
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AUFGABEN

1) Gegeben sei die Menge A = {42;{x; y}{ }} :
Welche der folgenden Aussagen sind wahr bzw. falsch (Begriindung)?

axe A  bigylca ofa2lca  afdrlea  e)42e A
N2ca olrea  wilca  dlilfica pHllca

2) Welche der folgenden Aussagen Uber eine PotenzmengeP(A) und einer Menge A
sind wahr bzw. falsch (Begriindung)?

a)Ae P(A)  b)Ac P(A) o{ e P(A) &) }cP(4)
ofale P(a)  NHlaicP(4)  off B P(4) wY e P(4)

3) Bilden Sie die Potenzmenge basierend auf der Menge A = {®;V;oo;7[} .

WS 2013/14 Torsten Schreiber 32



AUFGABEN

4) Gegeben sei die Menge A = {{ },a;{l;3},5;{5}} :

5)

6)

Welche der folgenden Untermengen sind Zerlegungen von A (Begriindung)?

a)ay 3k 5 DYlak U3k k1551 e 3 HS5 51
OB B BRG] ots a3l Hish

Gegeben sei die Menge A ={a; B;¢},B = {I;V} und die Menge C ={x; y} .
a) Bilden Sie das kartesische Produkt AxBxC.
b) Bilden Sie das Kreuzprodukt aus AxB sowie aus CxA (grafische Darstellung).

Ermitteln Sie die gefragten Losungsmengen aufgrund
des gegebenen Venn’‘schen Diagrammes.

a)AuC d)(AUB)\C
b)A\(BUC) e)(AnB))\(AuC)
AnC)u(BNnC)  pHHlcud)n(BUC)
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WIEDERHOLUNG

Treffen in der Mengenlehre zwei Junktoren aufeinander miissen zwingend
Klammern gesetzt werden.

Diese konnen dann mittels dem aufgelost werden.

Werden komplette Terme , SO0 muss das de Morgan — Gesetz angewandt werden,
d.h. man kehrt die vorhandenen Mengen und den um.

Im werden Zusammenhange zwischen einer Menge, der leeren Menge und
der Uber dem Und- bzw. Oder-Operator definiert.

Ein neutrales Objekt verandert die Ausgangssituation niemals, d.h. in der Mengenlehre ist
neben der bzw. der Welt stets die Menge selbst neutral.

Die Inklusion beschreibt die zweier Mengen, wobei die Teilmenge
reflexiv, und antisymmetrisch ist.

Die Antisymmetrie existiert dann, wenn eine mit mindestens einem Pasch
vorhanden ist.

Man spricht von einer Zerlegung, sofern die vorhandenen Klassen zueinander sind
und die Oder-Verknupfung wieder die erzeugt.
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ZIELSETZUNG

Themen, die Sie nach dieser Veranstaltung kennen sollten:

Wann sprechen wir von einer komplexen Zahl?

Was ist der Real- und der Imaginarteil?

Wie bestimmt man den Betrag bzw. das Argument?

Wie werden komplexe Zahlen addiert bzw. multipliziert?
Was ist eine konjugiert komplexe Zahl?

Wie funktioniert das Pascal‘sche Dreieck?

Welche Darstellungsformen gibt es?

LN X X X X X

Aufgaben und Ubungen zu den benannten Themen.

WS 2013/14 Torsten Schreiber
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KOMPLEXE ZAHLEN I

z=a+b-izi=+/-1
VAN (a/b)

T SE——— °
Realteil Imaginarteil Imaginirteil b { i
e = £XPmod4=0 Realteil a
it =i — EXPmod4 =1

(7= (—1) — EXPmod4 =2
i7" =(=1)-i = EXPmod4=3

Beispiel:

(3+2i)+(7-5))=3+7)+(2-5)i=10-3;
(3+2i)-(7-5i)=(3-7)+(3- (=50))+ (2i-7)+ (2 - (=5i)) = 21 - 15i + 14i =10i* =31—i
20 - (342i) ==2i-(9+12i +4i*) = 2i - (5+12i) = 24— 10i

WS 2013/14 Torsten Schreiber 36



KOMPLEXE ZAHLEN II

N

(alb)=(r/o)

L r a = Ankathete
Imaginarteil b
& b = Gegenkathete

! r = Hypothenuse

\ 4

Realteil a
a>0Ab>0=x=0x
b >S0Ab<0=x=2x
Betrag: r =+va’ +b’ Argument: @ =arctan—+x — A *
a a<0Ab>0=>x=x
a<0Ab<O0=x=x

S —

WS 2013/14 Torsten Schreiber 37



KOMPLEXE ZAHLEN 1l

Darstellung einer komplexen Zahl:

v'Kartesische Darstellung: z=a+b-i
v'Trigonometrische Darstellung: Z=r" (cos(a) +i-sin(a))
v Exponentielle Darstellung: z=r-e"®

Beispiel: z=3-4:i
r=32 142 =25 =5 z="5-(cos(307) +i-sin(307))

o= arctan(— %) +360 = 307° 7=5-¢"3%7

WS 2013/14 Torsten Schreiber
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KOMPLEXE ZAHLEN IV

Die konjugiert komplexe Zahl:

Um den Imaginarteil einer komplexen Zahl zu beseitigen , wird mittels des 3. Binoms
der Ausdruck erweitert (konjugiert komplexen Zahl).

z=a+bi=z=a—->bi
Z'Z:(a-l-bl) (a bl) a —(bi)2=a2—b2i2:a2—(—b2):a2+b2

Betrag: z=2-5i=7=2+5i

r:E:\/(Z 5i)- 2+51 =22 +5> =429

Division: 9-2i 3—i 27—-6i—-9i+2i> 25-15i 5 3
. — = ————l_25 151
3+i 3—i 32 _;? 10 )

WS 2013/14 Torsten Schreiber 39



AUFGABEN

Berechnen Sie die folgenden Terme und geben Sie die Losung mittels kartesischer
Form an. Bestimmen Sie zusatzlich den Betrag und das Argument.

D(1-2i) -[3-i)-(2i +6)-i]

3+2i —-12-3i
_I_

2)
4—i  2i-3

3)(2+3i) - 2(1-2i) i

WS 2013/14 Torsten Schreiber
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WIEDERHOLUNG

Durch die Definition der Zahlen wird die bisherigen Zahlen durch eine
Achse erganzt. Dies bedeutet, dass eine komplexe Zahl aus einem ____ - und einem
besteht.
Aufgrund des entstehenden rechtwinkligen Dreiecks kann zum einen der der komplexen Zahl
mittels Pythagorassatz und zum anderen das — sprich der Winkel — durch den

berechnet werden.

Dadurch sind drei verschiedene Darstellungsformen moglich:

* trigonometrisch

Innerhalb der Berechnungen kann das ,,i“ auch als normale Variable mit der
Variable=Wurzel(-1) behandelt werden. Steht beim dem Imaginarteileine __ im

Exponenten, so kann eine Vereinfachung mittels der Berechnung erfolgen.

Fir die zweier komplexer Zahlen muss stets der Nenner mit dem erweitert werden.

Der zweite Teil des Binoms wird auch als komplexe Zahl bezeichnet.

Das Dreieck nutzt man, sobald eine komplexe Zahl hoch __ zwei genommen wird.
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AUFGABEN

Berechnen Sie die folgenden Terme und geben Sie die Losung mittels kartesischer
Form an. Bestimmen Sie zusatzlich den Betrag und das Argument.

D@ |G —2i% )~ (- 20)° +7i" )+i? - (5i° —9i")|
2)5i-|(2—4i)- (1=3i) - (1+2i)

32i° |2 +3) - (7~ 2if |

222 202 (5 ys)
1-2i 7i—4

WS 2013/14 Torsten Schreiber
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ZIELSETZUNG

Themen, die Sie nach dieser Veranstaltung kennen sollten:

Aufgaben und Ubungen zu den komplexen Zahlen.

Wie funktioniert das Pascal‘sche Dreieck?

Wann sprechen wir von einem Potenzausdruck?

Was verstehen wir unter der Schreiber‘schen Pyramide?
Was ist ein Polynom vom Grade n?

Was passiert bei einem negativen Exponenten?

Wie kann der Grad einer Wurzel dargestellt werden?

LN X X X X X

Aufgaben und Ubungen zu den benannten Themen.
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EIGENSCHAFTEN VON POTENZEN

Wichtige Zusammenhange fiir die Potenzberechnung mit rationalem Exponenten:

Polynom:
Der héchste natirliche Exponent bestimmt den Grad des Polynoms x" +a-x"" +..+z-x°
Beispiel: X =2-x"+3-x =12 Polynom vom Grade 5
Wurzel: 1
Der Grad einer Wurzel steht immer im Nenner des Exponenten % =x"
1 2
Beispiel: Vx? = (x2 )3 = x3
Briche: 1
Ein negativer Exponent wird durch einen Positionswechsel positiv x =

-2 o) 2 4 X
Beispiel: l = l = o
' x° 2 4
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AUFGABEN ZU POTENZEN

Vereinfachen Sie die folgenden Ausdriicke mittels der Potenzgesetze.

_2.( . 3)5
1) \/X3‘W 4) \/);3_;427

Bu>v?w)* 3 s')? (Sab™c*)’  (47'a?b°c%)’

2) (81r—3s—21_3)2 ) (24u3v—4w—2)—3 5) (2—3 x2y0)—2 : (25xy—3)—2
-2
k[ 2-k k 2x o
3) a \/g 6) \/ (2 ,—)5 2

(%)3’”4 ' (%7)’”3 2af 4x-a

Berechnen Sie folgende Ausdriicke und geben die Losungsmenge an.
2
16
a) Vx* =125 b) (3 x5j =1024 ¢) i— =025

X

Geben Sie bei folgenden Funktionen den Definitions- und Wertebereich an.

) f)=Vx"=9 ) g(x)=5-(2x-8)” ) h(x) = (x? —4)f

WS 2013/14 Torsten Schreiber
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WIEDERHOLUNG

Ein sogenannter Potenzausdruck liegt dann vor, wenn die in der Basis steht.

Um Potenzen zu , muss man die Exponenten addieren.

Steht im Exponent ein , so steht der fur den Grad der Wurzel und handelt es
sich im Exponenten um einen Ausdruck, so wird dieser positiv, in dem man einen
Wechsel vom in den oder umgekehrt vornimmt.

Will man Potenzterme vereinfachen, so wandelt man diesen im ersten Schritt in einen
reinen um und fasst diesen mittels der zusammen.

NEU (noch nicht besprochen!):

Durch eine Gegenoperation wird immer ein erzeugt. Dieses ist im Bereich
der Potenzrechnungim die Eins.

Der Definitionsbereich eines Terms wird immer auf der abgetragen. Es ist darauf zu
achten, dass man nicht gegen ein der Mathematik verstoRt:

* Nicht durch .

e Keine ziehen

* Der Logarithmus existiert nur fiir Zahlen

Der ist immer die y-Achse. Diesen erhalt man, in dem man den Term an den

des Definitionsbereichs untersucht.

WS 2013/14 Torsten Schreiber
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AUFGABEN ZU POTENZEN

Vereinfachen Sie die folgenden Ausdriicke mittels der Potenzgesetze.

472 )

1) 3\/\/614 -\/673-%-612 o (Q/;)2n+5

3) 2 .
2n/ 4n—6 n
3(2x—2y—3)2 | 8(3a4b_3)2 X 2’x6—n

3-2n
4(3a3b—2)3 9(2x—1y—2)3 (I’l x2 )

2)

Berechnen Sie folgende Ausdricke und geben die Losungsmenge an.

a) (1\2/)?)3:64 o) [{/x)' =20 0 Ui :[ 5 j

81

Geben Sie bei folgenden Funktionen den Definitions- und Wertebereich an.

) ) =3— ) g(x)=3-(x*=7x+12)°
x—2

WS 2013/14 Torsten Schreiber
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ZIELSETZUNG

Themen, die Sie nach dieser Veranstaltung kennen sollten:

Wie wenden wir Operation und Gegenoperation sinnvoll an?
Wie sehen die Graphen einfacher Potenzfunktionen aus?

Was verstehen wir unter dem Definitions- bzw. Wertebereich?
Woflr benotigt man den Logarithmus?

Welche Arten von Logarithmen existieren (Definition)?
Gesetze der Logarithmen-Rechnung.

Wie kann man durch den Logarithmus auf die Basis schlieen?

LN X X X X X

Aufgaben und Ubungen zu den benannten Themen.
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OPERATION / GEGENOPERATION

Im Bereich der Arithmetik wird durch Bildung der abhdangigen Gegenoperation
stets das neutrale Element erzeugt (Multiplikation: 1 und Addition: 0).

Lineare Gleichung:
Mittels einfacher Gegenoperationen und den zugehdrigen neutralen Elementen
wird eine Gleichung nach der Unbekannten freigestellt.

Beispiel: 3-x-5=4<3-x-5+5=4+5<3-x+0=9 | +5

3-x+0=9<:>3%-x+0=9%=1-x+0=3(:)x=3 : 3

Potenzgleichung:
Nach Uberfiihrung des Terms in einen reinen Potenzausdruck wird der Exponent

mittels elementarer Umformungen zum neutralen Element 1 umgewandelt.
3

2
Beispiel: Vx =4 o x3 —4(:)( 3] =4

w\l\)

3
2 =4 = x' =64 = x =18

N | W

=X

WS 2013/14 Torsten Schreiber
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FUNKTIONSGRAPHEN |

f(x)=2x"-3x" -4
AY
5 —

5 —

-2 0 2

» Achsensymmetrie

f(x)=3x"—2x
AY
L R EEE.
5 — _
%
0 >
5 _
2 ¢ | |
2 0 2

»Punktsymmetrie

»Ganzrationales Polynom (Grad 4) » Ganzrationales Polynom (Grad 3)

WS 2013/14
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FUNKTIONSGRAPHEN i

f(x)=2x3 =23/x

¥

4 I""l""""'l""l
: 10 — -
2- . /x
: 0 >
0 _10/ _
-10 -5 0 5 10 -100 -50 0 50 100
»Achsensymmetrie »Punktsymmetrie
»Hyperbelfunktion » Wurzelfunktion
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DEFINTIONS-/ WERTEBEREICH

Definitionsbereich:
Alle Zahlen, die in einem Ausdruck/ Term eingesetzt werden diirfen, werden mittels
Mengeneigenschaften in Abhangigkeit der zugehorigen Variablen beschrieben.

» Ein Polynom vom Grade n ist stets fiir alle reellen Zahlen definiert.
» Eine Wurzel darf nun aus positiven Termen inkl. der NULL gezogen werden.
» Bei Briichen ist darauf zu achten, dass der Nenner nicht NULL wird.

X

Beispiel:  f(x)=3-J2—x;D=1{xe Rlx<2} g(x)= 3,D=5K\{—3}
X+

Wertebereich:
Die Zahlen, die durch einen Ausdruck/ Term berechnet werden kénnen, ergeben den
Wertebereich einer Funktion (y-Achse).

» Mit geradem Exponenten kdnnen nicht alle reellen Zahlen abgebildet werden.
» Mit ungeradem Exponenten werden alle reellen Zahlen erreicht.
» Bei Briichen/ Wurzeln muss auf Ausnahmen geachtet werden (Definitionsbereich).

= W =R\ {0}

(e=1)"
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AUFGABEN ZU POTENZEN

Berechnen Sie folgende Ausdriicke und geben die Losungsmenge an.

a) (1\2/376)3 = 64 b) (i/;)4 16 o) +3xt :L > Jz

81

Geben Sie bei folgenden Funktionen den Definitions- und Wertebereich an.

) F=3— ) g0 =3-(x*~7x+12)"
x—2

WS 2013/14 Torsten Schreiber
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DEFINITION EINES LOGARITHMUS

Der Logarithmus dient zur Berechnung eines variablen Ausdrucks im Exponenten.

logb

Es gilt: a*=bs x=log b=

loga

10er-Logarithmus:
Ein Logarithmus ohne Angabe einer Basis ist immer zur Basis 10.  logx =log,, x

Beispiel: 10g10.000 =log,,10* =4

Logarithmus naturalis:
Der Logarithmus zur Basis e ist der natirliche Logarithmus. Inx =log, x

Beispiel: 1n42=1log, 42 =3,737

Logarithmus dualis:
Ein Logarithmus zur Basis 2 nennt man dualis. ld(x)=log, x

Beispiel: 1d(32)=1og,2’ =5

WS 2013/14 Torsten Schreiber
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LOGARITHMUS-GESETZE

3-log4 =log4’ =1log 64

log2+log3=1log2-3=1ogb6

log8—log?2 = log% =log4

\

WS 2013/14
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OPERATION UND GEGENOPERATION

Die zu einem Logarithmusausdruck zugehorige Gegenoperation ist stets ein
Exponentialoperator, wodurch sich beide neutralisieren.
Die Zusammenhange ergeben sich wie folgt:

logl0” =10"*" =W|Ine? ="? = Q|1d2° =2"° = ©

Aufgrund dieser Vereinfachungen, muss die zugehorige Basis bzw. der Exponent im
ersten Schritt mittels exponentieller/ logarithmischer Gesetze passend umgeformt
werden.

In—
—44nJZ+%JdMH4uP@ﬂ+(J{]3_yﬂ

Beispiel: lo !
PIES g1000 e’

! (—1)~logl (—2)-ln1

10g10_3—4-ln62+%-ld24+10 4 t+e 3 33

1 1 1Yy (1)"
—3—4-—+—4+|—| +|=| -3’=-3-2+2+4+9-27=-17
2 2 4 3
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AUFGABEN ZU LOGARITHMUS

Vereinfachen Sie folgende Ausdriicke soweit als moglich.

1 3. 2
1) 3-log(x—y)+log(x+y)——log(x—y)* 3) logl—— 2
2 3-(x+y?)
3
2-a—2b
2) 21n2x—31n2+41n\/;+21niz 4) In 2a
X C %
21n25 1Y 1 1
5) 167 +1.000" —fe " —2In| — | —log——+3ld —
e 100 8

R o 1 -1d3
6) (¢*)"* +0,11d1024 — 10g/10.000 +0,01 3 —(%j +6ln——

WS 2013/14 Torsten Schreiber 60



MATHEMATIK

29.11.2013

WS 2013/14 Torsten Schreiber



WIEDERHOLUNG

Steht die Variable im Exponenten, so handelt es sich um eine . Mochte man
nun nach dem Ausdruck im Exponenten auflésen, so nutzt man den

Je nachdem wie die vorhandene definiert ist unterscheidet man:

e LD: (Basis ist zwei)

e LN: Logarithmus naturalis ( )

e . 10er Logaithmus

Wenn eine andere Basis vorhanden ist, so nutzt man den und setzt die
benodtigte Basis direkt ein.

Die Gesetze der kann man aus der Hierarchie-Pyramide nach Schreiber
entwickeln. Dabei ist darauf zu achten, dass man sich von bewegt.

Wenn z.B. ein Produkt aus Zahl und Logarithmus vorhanden ist, so wandert der vor
dem Logarithmus in den des Terms der hinter dem Logarithmus steht.

Treffen bei einem Term der und die zugehorige Exponentialfunktion mit
gleicher aufeinander, so eliminieren sich die Operation und Gegenoperation.

Diese Tatsache nutzt man, in dem man die konvertiert. Dies geschieht im
Wesentlichen dadurch, in dem Sie zuerst und danach die Logarithmengesetze
anwenden.
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AUFGABEN ZU LOGARITHMUS

Vereinfachen Sie folgende Ausdriicke soweit als moglich.

1 In4
1) log———+e +443 214025
100
log3 1 ~3In
2) 100" ~In—+0,5ld16—¢ 2
e

ld?2
3) (3 —61n3l+11d64—110g L™

Ve 4 2~ 1000

1) e L 1 1. 1
4) | —=| +100 27 -162 +2l0g0,001-3In—+—Ild —
Je et 4 256

WS 2013/14 Torsten Schreiber

63



ZIELSETZUNG

Themen, die Sie nach dieser Veranstaltung kennen sollten:

Wie losen wir eine Logarithmengleichung?

Wie nutzen wir das Operations- / Gegenoperationsverfahren?
Welche Eigenschaften hat eine Logarithmusfunktion?

Welche Bedeutung hat die Umkehrfunktion fir den Logarithmus?
Wie bestimmt man den Definitions- bzw. Wertebereich?

Welche Verfahren existieren fur eine quadratische Gleichung?
Was verstehen wir unter einer Parabel?

LN X X X X X

Aufgaben und Ubungen zu den benannten Themen.
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AUFGABEN ZU LOGARITHMUS

Bestimmen Sie bei den folgenden Ausdriicken die Losungsmenge.

4

1) i-log(256x8)—210g£§—0,5-log%:1,5-10g(9x4)+3-log2%+4-log\/27-x
X X

3
2) 6-Ind3-4- 1n,/£ L2 2-1n‘/’7—0,25-111(16x8)+3-1ni2
x 2 X 3 X

. Berechnen Sie bei den folgenden Funktionen den Definitions- und Wertebereich.

3) f(x):—%-ln(x2—6-x—40)

4) g(x)zlog(\/2x+4—8)—l2

3-x

5 =
) hx) ln(15 —-3- x)
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DIE LOGARITHMEN-GLEICHUNG

Sofern eine reine Logarithmengleichung existiert kann man diese mit der
folgenden Methodik |6sen, wobei primares Ziel eine Isolierung des Logarithmus auf
beiden Seiten der Gleichung ist:

Methodik:

1. Die Faktoren vor dem Logarithmus in den Exponenten verschieben.

2. Alle positiven Terme Uber den Bruchstrich, alle negativen darunter schreiben.
3. Streichen der Logarithmen auf beiden Seiten.

4. Losen der Gleichung.

Beispiel: 2-10gx—3-10g2—%-10gx4 =2-log4—log(x—2)
1

log x> —log 2’ —log(x4 )2 =log4® —log(x—2)

lo X =lo 16

g8-x2 gx—2

2

x2: 16 2-16.8=128 & x=130
8- x x—2
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FUNKTIONSGRAPHEN

Positiver Logarithmus: Negativer Logarithmus:

&

s8%
FEE

“lagn{x,10.
lagaixe)
lagn(,

k-

» AusschlieBlich positive Steigung » AusschlieBlich negative Steigung

N /
Y

»Gemeinsamer Punkt: (1/0)

> Je groRer die Basis, desto flacher ab x=1

> Je groRer die Basis, desto steiler vor x=1
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DEFINITIONS-/ WERTEBEREICH

Definitionsbereich:
Wie man schon durch die Funktionsgraphen erkennen kann, darf man einen
Logarithmus nur von positiven Zahlen ziehen.

D=1{xe R1x>0}=R",da 10" >0 log(>0)=x gilt.

Beispiel: ln(x2 —5x+6)= y
) } Dz{xe%lx>3vx<2}
(x —5x+6)=(x—3)-(x—2)>0

Wertebereich:
Aufgrund der Funktionsgraphen ist ersichtlich, dass ein Logarithmus alle reellen
Werte annehmen kann.

W=yeR, da 10°” >1A10%” <1gilt.

Beispiel:  12-3-In(5x—3)=y
W=ye®R

12-3- |-ooj0o[ = R
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AUFGABEN ZU LOGARITHMUS

|. Bestimmen Sie bei den folgenden Ausdriicken die Losungsmenge.

2 1 2 |
1) 3-10gx—4-10g——§-10g(x2)6 25-104(527+5-10gx4 ~2-logh6
X

2) 3-1n4—0,5-1ng+2-1n8=1,5-1nx4—8-1n‘{/I—2-ln%
X X

Il. Berechnen Sie bei den folgenden Funktionen den Definitions- und Wertebereich.

2 42
3 =—. -3-x*) 4 =42+logl2—+/x-2] 5 -
) f(x) 5 ln(4x 3—x ) ) g(x) + og( X ) ) h(x) e

lll. Vereinfachen Sie folgende Ausdriicke soweit als moglich.

—4Invfe +16"V 4262 — (10722 4 2144)

1
1) lo
) s 1000

1 1 g nfs*)
2) 6-10g3/10 +4* —2-In——0,2-1d(32° F[@j ~(Ve)
e
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QUADRATISCHE GLEICHUNG

Eine quadratische Gleichung/ Funktion stellt graphisch gesehen immer eine
Parabel dar x>+ p-x+¢=0 .

Um eine quadratische Gleichung lI6sen zu konnen, bringt man diese auf die
sogenannte Nullform.

Die Losungen dieser Gleichung (Schnittpunkte mit der x-Achse) erhalt man durch
die folgenden Losungsverfahren:

v'Quadratische Erginzung: (x+a)+b=0= S(-a;b)
p p i
v'p-g-Formel: Yo =—L4+ || L] _
1/2 5 (2j q
v/Satz von Vieta: X’ +p-x+g=(x+a) (x+b)=0
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P-Q-FORMEL

Um die p-g-Formel zu beweisen, nutzt man das Verfahren der quadratischen
Erginzung auf die allgemeine quadratische Gleichung der Form x*+p-x+¢=0 .

Es ist darauf zu achten, dass zum einen durch elementare Umformungen die
NULL-Form der Gleichung entsteht und zum anderen kein Faktor vor dem x>
auftauchen darf.

Beweis: x*+p-x+q=0

Wurzel j Halbierung Subraktion des Quadrats
P ’ P 2/ P ’
x+—| —|—=1| +g=0 |+ =] —
2 w ! [2j !
pY _(rY P
X+—| =|—| — I sl==
2] -[2] -4 VEE:

2
p p
X112 :_Ei (5] —q

Aufgabe: Entwickeln Sie die Mitternachtsformel basierend auf a-x>+b-x+c=0
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2-x*+8 x=-6 x> +4-x+3=0

BEISPIELE

I+6;I-l
2

X +4-x+3=(x+2) =22 +3=(x+2) -1=0

(x+2) =1= x+2 =1 =1

x, =-3vx, =-1

quadratische Erganzung

x*+4-x+3=0;p=4rg=3

2
4. |4
Xy =% (5) —3=-2+%1

x,=-3vx,=-1

> p-g-Formel

x> +4-x+3=x>+GB+1)-x+3-)=0

(x+3)-(x+1)=0

x, =-3vx,=-1

WS 2013/14
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DIE PARABEL

Bei einer Parabel handelt es sich um die graphische Darstellung einer quadratischen
Funktion. Die relevanten Punkte bzw. der Verlauf kann bereits im Vorfeld naher
bestimmt werden.

Allgemeine Form: fX)=a-x*+B-x+y

v'Verlauf: gestreckt || > 1bzw. gestaucht || <1
nach oben gedffneta >0 bzw. nach unten ¢ <0

v'Achsenschnittpunkte: y-Achse: § (0/y) bzw. x-Achse: f(x)=0 (p-q-Formel)
v'Scheitelpunkt: Scheitelpunktform: f(x)=a-(x+a) +b= S(-a;b)
Tiefpunkt & >0 bzw. Hochpunkt o <0

v Symmetrie: Achsensymmetrie f(x)=a-x"+7
Sonst Symmetrie zur parallelen zum Scheitelpunkt
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Funktionsgleichung:

BEISPIEL

20

AY

f(x)==2-x>+4-x+16

v'Verlauf:

v'Schnittpunkte:

v'Scheitelpunkt:

v Symmetrie:

WS 2013/14

¥ <

gestreckt, da|o]=|-2/>1 0 _2_#2;2.”,;

10

nach unten geoffnet, daa =-2<0

S, (0;16)

S,:0=x"-2-x-8=(x-4)-(x+2) S, (-2:0);5, (4:0)

Foo==2-((x=1P -12-8)=—2-(x—1) +18
Scheitelpunkt (Hochpunkt): §(1;18)

Achsensymmetrie zur Parallelen durch x =1

Torsten Schreiber
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BI-QUADRATISCHE GLEICHUNG

n

Eine Bi-Quadratische Gleichung x" + p-x2 + ¢ =0 ist dann vorhanden, wenn zwei
Exponenten im Verhaltnis 1:2 stehen und eine weitere Konstante existiert.

Nach der Substitution der Variablen stehen die bekannten Losungsverfahren zur
Verfigung und man erhalt nach Resubstitution die Losungsmenge.

Beispiel: x'=17-x*+16=0

Substitution: z=x>
72 =17-2+16=(z-16)-(z—=1)=0
z,=16vz, =1

Resubstitution: x= i«/g
X, =16 =+4v x,,, =+l = £1
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AUFGABEN

|. Bestimmen Sie bei den folgenden Ausdriicken die Losungsmenge.

1) 3-x>=18-x+24=0
2) —05-x*+2-x=-25
3) x-(2-x—20)=-32

Il. Bestimmen Sie alle relevanten Eigenschaften der gegebenen Parabeln.

4) f(x)=—x"+2-x-3
5) g(x)zi-x2+2-x+3

6) h(x)=100—4-x>

—

— Wenden Sie je ein Verfahren an

—

—

v'Verlauf
v'Achsenschnittpunkte
v'Scheitelpunkt

—

v Symmetrie

lll. Bestimmen Sie die Losung folgender Bi-Quadratischen Gleichungen.

7) x*+100=29-x°

WS 2013/14

8) x°=7-x"+8
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WIEDERHOLUNG

Handelt es sich um eine Logarithmengleichung, so muss man im ersten Schritt den bestimmen.
Es ist dabei darauf zu achten, dass der Ausdruck hinter dem Logarithmus immer sein muss.

Bei der Losung der Gleichung bringen Sie zuerst die vor dem Logarithmus weg, fassen dann die
Logarithmenterme zusammen und zum Schluss mittels der zugehorigen Gegenoperation den Logarithmus.
Sollte in der Gleichung ein Ausdruck ohne Logarithmus vorhanden sein, so miissen wir auf einer Seite der Gleichung
alle stehen haben und auf der anderen Seite alles ohne .

Eine Logarithmenfunktion kann durch ein Minus LOG an der x-Achse gespiegelt werden. Durch Negierung
des Terms dem Logarithmus wird die Funktion an der y-Achse gespiegelt.

Eine quadratische Funktion ist grafisch gesehen immer eine und kann im Vorfeld bereits anhand des
Verlaufs, der mit den Achsen und der Symmetrie beschrieben werden.

Jede Parabel ist immer zur zur y-Achse, die durch den Scheitelpunkt verlauft, symmetrisch. Ist der Faktor
vor dem , so ist die Parabel nach unten ged6ffnet und der Scheitelpunkt stellt einen dar.

Zur Losung einer quadratischen Gleichung nutzen wir eins der folgenden Verfahren:

*  Satzvon Vieta x2

Eine Gleichung kann mittels Substitution und anschlieender zu einer reinen quadratischen

Gleichung umgewandelt werden.
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ZIELSETZUNG

Themen, die Sie nach dieser Veranstaltung kennen sollten:

Warum sind Ungleichungen gefahrlich?
(FREPL)-Methodik fiir Ungleichungen.

Woflr ist eine Fallunterscheidung gut.

Was versteht man unter einer Betragsfunktion.
Vorgehensmethodik bei Bruchungleichungen
Ungleichungen eines Polynom vom Grade >1.
Wie sehen Ungleichungen grafisch aus?

LN X X X X X

Aufgaben und Ubungen zu den benannten Themen.
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AUFGABEN

|. Bestimmen Sie bei den folgenden Ausdriicken die Losungsmenge.

—

1) 2-x*-8-x=10

2) 3-x*=9-x-30 — Wenden Sie je ein Verfahren an

3) i-x2+3-x+8=0

Il. Bestimmen Sie alle relevanten Eigenschaften der gegebenen Parabeln.

4 =-2-x"+12-x-18
Y (x) * . v'Verlauf v'Scheitelpunkt

1 v'Achsenschnittpunkte  v'Symmetrie
5) g(x) =" +10-x+32 P y

lll. Bestimmen Sie die Losung folgender Bi-Quadratischen Gleichungen.

7) x*=24-x*=25 8) x*+16=17-x*
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(FREPL)-METHODIK

Beim Losen einer beliebigen Gleichung kann abgesehen von der Fallunterscheidung (F) stets mit

folgender Methodik gearbeitet werden:

v

Fallunterscheidung:

Je nach Aufgabenstellung muss definiert werden, flir welchen Bereich die Betrachtung gilt.

Rechnung:
Die zugrundeliegende Gleichung wird mittels elementarer Umformungen geldst.

Ergebnis:
Durch die Berechnungen ergeben sich eine oder auch mehrere Ergebnisse.

Probe:
Mittels Probe bzw. Abgleich mit dem Definitionsbereich wird der Ergebnisraum untersucht.

Losung:
Aufgrund er Probe kann nun die Losungsmenge angegeben werden.
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BETRAGSFUNKTION |

Da es sich bei dem Betrag einer Zahl um die reine positive Darstellung handelt, wird sie graphisch

als sogenannte V-Funktion dargestellt.
Die Betragsstriche konnen weggelassen werden, in dem man den negativen Bereich mit einem

zusatzlichen Minus vor dem Term versieht.

AY

Beispiel: f(x)=lx-21

44

x<?2 x=2

2

f(x)=—(x=-2)=—x+2 f(x)=x-2 o
5 uzis ASERNIERTA
Aufgrund der Knickstelle ist die Betragsfunktion an der Schnittstelle mit der X-Achse nicht
differenzierbar, d.h. es kann keine Steigung berechnet werden.
82
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BETRAGSFUNKTION i

Ungleichungen, die auf einer Betragsfunktion basieren, konnen auch mittels (FREPL)-Methodik
gelost werden.

Beispiel: [2x—8I>6

x>4=2x-8>6 x<4=-2x-8)>6 Fallunterscheidung
2x—-8>62x>14 2x+8>6 = 2x>-2
Rechnung
=>x>7 S x<]
x>'7 x<l1 Ergebnis
x=8=|2-8—81=8>6 x=0=12-0-8I=-8I=8>6 prope
L={xe RIx>7vx<l} Losung

Durch Multiplikation / Division mit negativen Zahlen dreht sich das Ungleichheitszeichen um.
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AUFGABEN

|. Skizzieren Sie folgende drei Betragsfunktionen

1) f(x) zléx—2|

2) g(x)=lx*—Tx+12
3) h(x)=lcos(x)l

Il. Geben Sie den zugehodrigen Losungsbereich der folgenden Ungleichungen an.

4) 13-xk?2

5) 14x—121>8
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BRUCHUNGLEICHUNGEN

Ungleichungen, die auf einem Bruch basieren, konnen ebenfalls mittels ,,FREPL” gelost werden.
Da fir gewohnlich im ersten Rechenschritt mit dem Nenner multipliziert wird, muss an dieser
Stelle die Fallunterscheidung genutzt werden, um die Multiplikation mit einem negativen

Ausdruck mathematisch korrekt darstellen zu konnen.

3x—2

Beispiel: >2 |-(x—3) Umkehrung des Ungleichheitszeichen
x—3
x>3=3x-2>2-(x-3) x<3=>3x-2<2-(x-3)
3x—2>2x—-6 3Ix—2<2x-6
S x>—4 S x<—4
x>3 x<—4
x=4:>3'4_2=£>2 x=—5:>3'(_5)_2=_17>2
4-3 1 (-5-3 -3

L={xeRIx>3vx<—4}

WS 2013/14 Torsten Schreiber
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POLYNOMUNGLEICHUNGEN

Handelt es sich um ein Polynom vom Grade >1, so werden im ersten Schritt die Nullstellen der
Gleichung bestimmt. Diese gefundenen Ergebnisse reprasentieren die Intervallgrenzen der

Ungleichung, wodurch mittels Probe einer Zahl aus dem Intervall die Losungsmenge bestimmt
werden kann (REPL-Methodik).

Beispiel: X +x2-10x+8>0 Polynomdivision liefert:
(x=1)-(x=-2)-(x+4) >0 x, =lvx, =2vx,=+4 Rechnung
-4 1 2

| |
| | Ergebnis
-5 0 1,5 3

Vv

x=-5:(5-1)-(-5-2)-(-5+4)<0 = falsch

x=0:(0-1)-(0-2)-(0+4)>0 = richtig brobe
x=15:(15-D-(1L5-2)-(L5+4)<0 = falsch
x=3:3-1)-(3-2)-G+4)>0 = richtig

L={xe RI(x>-4Ax<])vx>2} Lbsung
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AUFGABEN

|. Losen Sie die folgenden Gleichungen und geben die Losungsmenge an.

2x=5 1

1) > — 4) x*—8x>20
4-2x 2

2) 2x+123 5) x+x+6>4x
I+ x

3) X'(3+2.X')>1_x
6—2x

6) x'—x"<25-(x=D-(x+1)
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WIEDERHOLUNG

Wenn wir von einer sprechen, dann handelt es sich um einen Vergleich von zwei Termen, die Gber
eine groRRer/ kleiner Beziehung in Verbindung stehen.

Wichtig ist, dass durch oder Division mit einer negativen Zahl das herumdreht.

Im Allgemeinen erzeugen Sie immer zuerst die der Ungleichung und I6sen anschliefend nach x auf.
Grafisch wird dadurch ein Bereich gesucht, in dem die Funktion oberhalb oder unterhalb von der verlauft.
Als allgemeines Losungsverfahren flir Ungleichungen kénnen wir die -Methode anwenden.

Diese zerlegt sich in die folgenden Hauptpunkte:

In der Probe setzen wir eine Zahl aus dem berechneten Intervall ein. Trifft die Behauptung der Ungleichung zu, so ist

das Intervall eine anderenfalls scheidet der Bereich aus.

Als besondere Ausdriicke haben wir die und die besprochen.

Da der Betrag einer Zahl immer ist, muss hier eine Fallunterscheidung durchgefiihrt werden, um die
Betragsstriche im negativen Bereich durch ein zu ersetzen.

Da wir bei einer Bruchungleichung mit dem Nenner wollen, missen wir auch hier den positiven und
negativen Fall beriicksichtigen, denn es kdnnte ich ja das umkehren.
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ZIELSETZUNG

Themen, die Sie nach dieser Veranstaltung kennen sollten:

Was verstehen wir unter einem Grenzwert?

Was ist die Epsilon-Umgebung?

Einfache Methodik zur Grenzwertbestimmung.
Welche speziellen Grenzwerte gibt es (exemplarisch)?
Wie funktioniert die Regel von L'Hospital?

Wie konnen uns Linearfaktoren helfen?

Was verstehen wir unter dem Dominazprinzip?

LN X X X X X

Aufgaben und Ubungen zu den benannten Themen.
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AUFGABEN

|. Losen Sie die folgenden Gleichungen und geben die Losungsmenge an.

Skizzieren Sie ferner die Graphen und kennzeichnen lhre Ergebnisse.

1) 13x-6K12
2) H2 3
4—x

3) X 4+2x7+7x<2x-(5x—4)
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GRENZWERTE |

Wird der Grenzwert (LIMES) einer Funktion an eine definierte Zahl angenahert und ist das
entstehende Ergebnis innerhalb einer kleinstmoglichen Umgebung konstant, so existiert der
Grenzwert und die Funktion konvergiert (Gegenteil: divergiert).

Es wird unterschieden, ob man sich der Unendlichkeit oder einer Konstanten annahert:

v Unendlichkeit: lim(42+e™) =[42+0]=42 lim f(x) =«

X—n l
v" Konstant: lim(In(x—2)) = —o Anndherung  Funktion Grenzwert
x—2

Je nachdem von wo man sich einer Konstanten nahert wird dies durch ein +/- im Exponenten der
Annaherungszahl dargestellt (Ladung von lonen), gleiches gilt fir den erreichten Grenzwert.

v' Vom Positiven (rechts): lim f(x)=a ——> Der Grenzwert wird von unten angesteuert

X—n

v' Vom Negativen (links): lim f(x)=a" — Der Grenzwert wird von oben angesteuert

X—n
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GRENZWERTMETHODIK |

Da es verschiedene Maoglichkeiten der Grenzwertbestimmung gibt, ist es wichtig die einfachste
(effizienteste) Regel zur Losung der Aufgabe anzuwenden.

Die im Folgenden beschriebenen Schritte haben sich bewahrt:

1. Bekannte Zusammenhénge:

Ist ein spezieller bzw. bekannter Grenzwert vorhanden?

.1 . . a) . si .
lim—=0v hmv‘ =1v hm(1+—j =e” vhn& sin(x) =1viimg® =0; Q‘ <1
x—eo x x—>o0 x—o0 X x— X x—>oo
2. Faustregel:
Trifft Unendlichkeit / Null auf eine Konstante?
lim(Ausdruck) = E} =0 —> Konstant durch unendlich ist Null
:  k . .
11rr5(Ausdruck) = 6} =o0 ——> Konstant durch Null ist unendlich
X—>
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GRENZWERTMETHODIK II

Gebrochen-Rationaler Ausdruck: Polynom vom Grade m / Polynom vom Grade n
X —>
a) Grad (Zdhler/m) > Grad (Nenner/n): = Grenzwert ist unendlich \
4 3 5
vt —3x+5 X 2‘F+x7 742 Ausklammern des
lim 5_ 12 = lim (5 :{_1}2_“ gréften
x"- (xz - 1) Potenzausdrucks
b) Grad (Zdhler/m) < Grad (Nenner/n): = Grenzwert ist Null
2x—25 x_(z_zsj 2 >‘
lim———="— = lim /- [—2} =0
¥ xt —4x 4T x4 ( 4 7) x
X X
Entstehende
c) Grad (Zéhler/m) = Grad (Nenner/n): = Grenzwert ist konstant Nullfolgen
%2 2_Z+i fallen weg!
. 2xP=Tx+5 X x’ 2
e e 4
- X +Xx x2.£2_1+j _—/
X X
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GRENZWERTMETHODIK HlI

3. Gebrochen-Rationaler Ausdruck: Polynom vom Grade m / Polynom vom Grade n
x—k
d) unabhdngig vom Grad des Zéhlers / Nenners: \
. X +3x*-6x-8 [0 Faktorisierung
lim > =|— d
=2 x 4+ x-6 0 es
G2 (D (e 4) Polynoms
x—2 (x=2)-(x+3)
. (x+D-(x+4) 3-6| 18 3
lim = =—=3—
x—2 (x+3) 5 5 5
0 Kiirzen
Sollte nicht 6 als erstes Zwischenergebnis heraus kommen, des
Linearfaktors
greift die Fausregelformel unter Punkt 2).
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GRENZWERTMETHODIK IV

4. Erweiterung: Mittels 3.Binom erfolgt die Vereinfachung

lim —*—2 {9}

x—)22.\/6_7x_4 O

lim x—2 2m+4_11m(~x—2)(2m+4)
XAZZ'\/E—ZL 2-m+4 x—2 4-(6-x)—16
hm(X727-2-«/6—7x+4={ 8 }2_2

X2 —4.-(x=2) —4
5. Substitution: Ersetzung, um auf einen bekannten Ausdruck zu kommen
sin(lj ™)
: X 0
lim = [6} .
- > Substitution: yY=—:x > &y =0
by
im S0 D
y—0 7/
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GRENZWERTMETHODIK V

6. Regel von L'Hospital:

lim L _ iy L)
x—k g(_x) x—k g'(_x)

Bei 0/0 geht man ins Krankenhaus

: : , 1
lim sin(x) _ lim [sm(x)] ~ lim cos(x) _11,
x—0 X x—k [x]' x—=0 1 1
7. Dominanzprinzip: Undendlich trifft auf Null: Der Stérkere gewinnt

Mittels 1. Ableitung wird die Steigung ermittelt und aufgrund derer Klassifizierung die
dominanten Funktion / Ausdruck bestimmt.

0: lim xz-ixj=o )
/ e € exponentiell Funktion
o0 () > k: )ICI_EI; e ? ij =¢” >— ist stéirker als
\ | 1e Potenzfunktion
w:)l(li{lo(ex°?j=°° )
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AUFGABEN

. Geben Sie zu den folgenden Aufgaben den Grenzwert an.

: 21x—42 *
1)  lim al 4) lim(1+£j ~%/5
x—(2) \/O,Sx —J3—x x—yoo X
. I +2x7 —x* . X +2x°=5x—-6
2) lim 1 5) lim ;
x—>(—o0) 3x +1 x—2 X+ 2X - 8
3-e* ln(lj
3)  lim — 6) lim x3
X 42
X
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MATHEMATIK

09.12.2013

WS 2013/14 Torsten Schreiber



WIEDERHOLUNG

Bei einem Grenzwert handelt es sich um einen an einer bestimmten Stelle oder in der
Unendlichkeit. Dieser wird dadurch berechnet, dass wir die Funktion an der gegebenen Stelle untersuchen.
Sie sollten natdrlich den nur dort berechnen — abgesehen von dem Verlauf im Unendlichen -,

wo die Funktion nicht definiert ist. Wir sagen auch, dass wir den Ausdruck hinter dem Limes an den

des Definitionsbereich betrachten.
Durch ein im Exponenten kann zum einen gesteuert werden, von wo wir uns einer Zahl
nahern (rechts/ links) beziehungsweise von wo wir uns dem anndhern (oben / unten).
Sollte es zu dem Fall Null dividiert durch Null kommen, haben Sie immer drei Moéglichkeiten den Grenzwert zu
berechnen:

* Sie Faktorisieren soweit als moglich und kiirzen dann den raus.

* Sie erweitern den Bruch mit dem und kénnen dann den Linearfaktor kiirzen.

 Sie wenden den Satz von an, bilden von Zahler und Nenner die erste Ableitung und
berechnen dann erneut den Grenzwert.

Durch das sogenannte wird erklart, dass die starkere Funktion immer den Grenzwert

festlegt.

Das sieben-Schritte Rezept definiert nicht nur die wesentlichen Rechnungen einer , sondern

beschreibt auch die Methode, mit der wir mit rationalen Termen umgehen sollten.
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ZIELSETZUNG

Themen, die Sie nach dieser Veranstaltung kennen sollten:

Was ist eine Naherungsgerade?

Wann haben wir eine behebbare Licke?

Wie erhalten wir eine diagonale Asymptote?

Wie kdnnen wir einen Graphen zeichnen?

Was bedeutet eine stetige Funktion?

Wie beweist man die Differenzierbarkeit?

Wie zeigt man Punkt-/ Achsensymmetrie (Kurvendiskussion)?

LN X X X X X

Aufgaben und Ubungen zu den benannten Themen.
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AUFGABEN

|. Bestimmen Sie das Verhalten der Funktionen an den Grenzen des Definitionsbereichs,
interpretieren Sie lhre Ergebnisse, berechnen Sie die Schnittpunkte mit den Achsen und
fertigen eine grobe Skizze an.

3% —15x% —3x+15 2 fa)= P 5t

1) f(x)=
J ) — 223 +12x% —6x=20 x*—2x-3

|]. Geben Sie zu den folgenden Aufgaben den Grenzwert an.

0 lim 2x+8 2) lim(1+§jx 3+(2 sm(x)j

2D 8 —-2x — (84 x) xoe\ X 19

35,2
. —2x"—=12x+16

3)  lim=> 2x - Berechnung auf 2 Arten!
x—4 x“+x-20
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ASYMPTOTEN |

Eine Asymptote ist ein Ndaherungsgraph, an die sich die untersuchte Funktion unendlich nahe
anschmiegt, d.h. der Abstand zwischen Funktion und Asymptote ist nahezu Null.

Sie werden dadurch berechnet, in dem man die zugehorigen Grenzwerte an den Randern des
Definitionsbereich bestimmt.

Es unterscheiden sich aufgrund der Moglichkeiten bei der Grenzwertbetrachtung folgende Arten:

v Waagerechte Asymptote:

Im Unendlichen nahert sich die Funktion einem konstanten Wert an. lim f(x)=k
X—>00

v Senkrechte Asymptote:

Bei Anndaherung an eine Konstante verldauft der Graph im Unendlichen. lirr]} f(x)=o00
x—

v"  Diagonale Asymptote:

Im Unendlich ndhert sich die Funktion der Unendlichkeit an. lim f(x) =oo

X—>00

v'  Behebbare Liicke:

Bei Anndaherung an eine Konstante ndhert sich der Graph einer Konstanten. Iim f(x)=k
x—k
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ASYMPTOTEN Il

2xP +4x* =10x—12

= D =R\\-—3;-2;2
X 4+3x7—4x-12 { |

Beispiel A:  f(x) =

f(x) _ 2- (.X,'+ 1) . (X - 2) . (.X'"‘ 3) — fe (.X') — M Ersatzfunktion
(x+2)-(x—=2)-(x+3) x+2
—00 — | < — | < — | o 5
3 2 2
fim (0= lim /()= /()=
x=2 ¥l Smm— behebbare Liicke
Iim f(x)= lim f(x)=f,(-3)=4
x—-3" x—-3"
. -2 . -2
xl_l)I_I21+ f(x)= o = —o0 x1_1>1_121_ f(x)= O—_ =0 —> senkrechte Asymptote

x-(2+2j x-(2+2
lim f(x)= lim */ 22" lim f(x)=lim — /- 2 —> waagerechte Asymptote
x—>—00 X —>—00 2 xX—00 x—o0 2
{3) )
X X

x-| 1+—
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ASYMPTOTEN |

Funktionsgraph zu Beispiel A:

Senkrechte Asymptote: x=-2
Behebbare Lucke (-3/4) /
\ 10 L A

v

7151+

Behebbare Liicke (2/1,5)

54 /

2.5 4

(4]

Waagerechte Asymptote: y=2
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ASYMPTOTEN IV

Beispiel B: f(x)= 3 = D= R\{3}
=
—00 —> | & oo S
3
: -5 : -5
15% fx)= 0" =T IE? f(x)= 0—_ = —_—> Senkrechte Asymptote
x*- (1 _2 82)
lim f(x) = lim a . Y =[x]=0; lim £(x)=—o0
X X x. (1_) X \
X
8 2
, 5 JfO)y===2-
=X -2x-8)+(x-3)=x+1+ 3 3 3
—(x* =3x) y— 7 >_ Achsen-
x—8 diagonale Asymptote f(x)=0 Schnittpunkte
—(x=3) O=(x—-4)-(x+2)
-5 x1=4vx2:—2/
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ASYMPTOTEN V

Funktionsgraph zu Beispiel B:

Senkrechte Asymptote: x=3

7

Diagonale Asymptote: y=x+1
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AUFGABEN

Bestimmen Sie das Verhalten der Funktionen an den Grenzen des Definitionsbereichs,
interpretieren Sie lhre Ergebnisse, berechnen Sie die Schnittpunkte mit den Achsen und
fertigen eine grobe Skizze an.

X =2x*—4x+8

T = 0 6xs2a
Fx)= X’ —)67236_2 :_2i62+ 40
e
T =3 fz;figiz—m
Fx) = x’=3x*+4

X +5x% —2x-24

Torsten Schreiber
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Es gilt:

Daher ist eine Untersuchung u.a. primar bei folgenden Funktionen durchzufiihren:
v'Gesplittete Funktion

v'GauR-Funktion (Abrundung)

STETIGKEIT

Eine Funktion wird Gber ihren Definitionsbereich als stetig bezeichnet, sofern man sie in
einem durchzeichnen kann, d.h. man darf den Stift nicht vom Blatt nehmen, um die Funktion
zeichnen zu kdonnen.

lim f(x)= lim f(x) = f (@)

x—a x—a

v'Gebrochenen Funktionen

251

v'Sgn-Funktion (Vorzeichen)

RkY

2514

WS 2013/14
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DIFFERENZIERBARKEIT

Eine Funktion wird Uber ihren Definitionsbereich als differenzierbar bezeichnet, wenn Sie
stetig ist und sofern man sie ohne Pause durchzeichnen kann, d.h. der Graph der Funktion
darf keinerlei Ecken besitzen.

Es gilt: lim f'(x)= lim f'(x)= f'(@)

x—a x—a

Daher ist eine Untersuchung u.a. primar bei folgenden Funktionen durchzufiihren:

v'Gesplittete Funktion v'Gebrochenen Funktionen
v'Lineare Betragsfunktion v'Trigonometrische Betragsfunktion

25 1+ 14
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BEISPIEL |

Gegeben sei die folgende gesplittete Funktion.
Wie sind die Parameter a und b zu wahlen, damit die Funktion stetig und differenzierbar ist?

Ziax> 2x;x>1
f=] C Tl ew = =]
x-(4-b);x<1 4-b;x<1
stetig: 1irqf(x)=x2+a=1+a=f(1)
=l =1+a=4-b
lim f(x)=x-(4-b)=4-b
x—1
differenzierbar: lin} f'(x)=2x=2=f"'(1)
=l —=2=4-bp
lim f'(x)=4-b=4-b
x—1"
2=4-bsb=2

a+tb=3<a=1
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BEISPIEL I

Durch die Parameter a=1 und b=2, ist die Funktion stetig und differenzierbar?

2 2
x“+a=x"+1Lx2>1
fx)=
x-(4-b)=2x;x<1

Funktionsgraph:
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AUFGABEN

Gegeben seien die folgenden gesplitteten Funktionen.
Berechnen Sie die Parameter a und b, so dass die Funktion stetig und differenzierbar sind und
fertigen Sie eine Skizze der zugehorigen Graphen an.

2
—a-x" +1;x<2
a-x X aeR
x—4;x=>2

1) f(X)={

a-x+b;x<l1

2) f(x):{ ) sa,be R

x—a-x;x2>1

Untersuchen Sie die gegebene Funktion auf Stetigkeit und Differenzierbarkeit.

e

al 'x>3
x—2
3) f(x) =1
—2-x2+9;x33
3

\
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WIEDERHOLUNG

Wenn Sie einen Grenzwert bestimmt haben, dann kénnen Sie diesen auch darstellen und interpretieren.
Das machen wir, in dem wir eine zeichnen, an der sich der Funktionsgraph beliebig nahe anschmiegt. Eine
derartige Annaherung bezeichnen wir auch als

Es kann drei Arten von Asymptoten geben:

. Asymptote:

Sie existiert dann, wenn der Grenzwert gegen eine unendlich groR wird. Bei der rechts- beziehungsweise
linksseitigen Naherung kénnen wir diese Asymptote auch als mit oder ohne Vorzeichenwechsel bezeichnen.
. Asymptote:

Ist der Grenzwert gegen eine konstante Zahl, so haben wir eine waagrechte Annaherung. Je nachdem was fiir ein
Vorzeichen der des Grenzwerts hat, ndhern wir uns von oben oder unten der Asymptote.

. Asymptote:

Wenn der Grenzwert gegen die Unendlichkeit wieder ist, so erhalten wir diese diagonale Anndherung. Die
zugehorige Funktion berechnen wir durch eine bei der wir den entstehenden Restwert ignorieren.

Flr den Fall, dass bei der Grenzwertbestimmung gegen eine Konstante Zahl entsteht, dann kdnnen Sie den
zugehorigen klrzen.

Sie erhalten dadurch die Ersatzfunktion und es entsteht grafisch gesehen eine

Wenn Sie den Grenzwert mathematisch interpretieren méchten, dann fiihrt dies zu den beiden Eigenschaften
(die Funktion hat keine Sprungstellen) und (die Funktion hat keine Knickstellen).
Der Beweis erfolgt Gber den - und Grenzwert der Funktion bzw. der
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ZIELSETZUNG

Themen, die Sie nach dieser Veranstaltung kennen sollten:

Was die Tangen- was die Sekantensteigung?

Was ist der Differenzenquotient?

Was liefert uns die erste/ zweite Ableitung?

Aus welchen Schritten besteht die Kurvendiskussion?
Wie leitet man eine Potenz ab?

Wann nutzen wir die Produktregel?

Wie funktioniert die Quotientenregel?

LN X X X X X

Aufgaben und Ubungen zu den benannten Themen.
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KURVENDISKUSSION

Ist eine gegebene Funktion auf deren Definitionsbereich stetig als auch differenzierbar, kann
u.a. mittels der Ableitungen deren Verlauf naher beschrieben werden.

Die folgenden Zusammenhange sind bzgl. Funktion und Ableitung gililtig:

v'Ausgangsfunktion: y-Koordinate (siehe Achsenschnittpunkte)
v'1. Ableitung: Steigung (Extremstellen)
v'2. Ableitung: Krimmung (Wendestellen)

Eine Kurvendiskussion besteht daher im Wesentlichen aus den folgenden Schritten:

Definitions- und Wertebereich

Grenzwertbestimmung

Symmetrieverhalten (Achsen-/ Punktsymmetrie)
Achsenschnittpunkte (x-/ y-Achse)

Extremstellen (Hoch-/ Tiefpunkte)
Wendestellen

Funktionsgraph

NouhkwNRE
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Im ersten Schritt muss der Ausdruck in einen reinen Potenzausdruck umgewandelt werden

v'Ganzrationales Polynom:

v'N-te Wurzel:

v'Einfacher Bruch:

WS 2011/12

ABLEITUNGEN

Handelt es sich um ein ganzrationales Polynom, eine ,einfache” n-te Wurzel oder ein
einfaches x hoch n im Nenner, so werden die Ableitungen mittels folgendem Gesetz gebildet:

f=a-x"= f'(x)=a-n-x""

1

f(x)=3-x"=2-x*+12-x—4

fl(x)=12-x—4-x+12

3
F)=3-4x =32

(=33 =2
P
__ 3 _3

Jo=g"a=y"
, 3 _ 6
f(x):E-(—LI.)-xS:—?

Torsten Schreiber
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AUFGABEN

Bilden Sie zu den folgenden Funktionen die 1. und 2. Ableitung.
Prifen Sie ferner ob eine Achsen- / Punktsymmetrie vorliegt.

1) f(x)==2-x°+05-x>-7

2) f(x)=i—5 x°

3 4
X

3)  fo=—-22

X X
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PRODUKTREGEL

Handelt es sich bei der abzuleitenden Funktion um ein Produkt, das aus mindestens zwei
verschiedenen Funktionen besteht, ist die Produktregel anzuwenden.

J(x)=g(x) h(x)

J' () =g"(x)-h(x)+g(x)-h'(x)

Es empfiehlt sich die Funktionen des Produkts zuerst separat abzuleiten und anschlieRend die
Formel mit den Zwischenergebnissen zu fiillen.

Beispiel:

WS 2011/12

\/7 g(x) =sin(x)
£ =sin(x) -y’ :
h(x)=¥x? = x?

g'(x) = cos(x)

! () — 32 ' 2
h.(x):%xy: 2 f'(x) =cos(x) ¥ x" +sin(x) T
3 3.3/x
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QUOTIENTENREGEL

Handelt es sich bei der abzuleitenden Funktion um einen Qutienten (Bruch), der aus
mindestens zwei verschiedenen Funktionen besteht, ist die Qoutientenregel anzuwenden.

_g(x) oy 81 () -h(x)—g(x) - h'(x)
f(x) = o) = f'(x) D)’

Es empfiehlt sich die Funktionen des Nenners bzw. des Zahlers zuerst separat abzuleiten und
anschliefend die Formel mit den Zwischenergebnissen zu fillen.

Beispiel: o cos(x) g(x) = cos(x)
B x> —4x 3
h(x)=x"—4x
g'(x) = —sin(x)
Fiy = sin(x) - (x> —4x) —cos(x)- (3x% —4)
h'(x)=3x>—4 (x> —4x)?
WS 2011/12
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AUFGABEN

Bilden Sie zu den folgenden Funktionen die 1. Ableitung und bestimmen jeweils den

zugehorigen Definitionsbereich.

WS 2011/12

1)

2)

3)

4)

f(x)=(x"=5x*)-4cos(x)
f(x)=3-sin”(x)

4-3x

fx)= =
f(x)=4'(x 2—|—3x )
cos”(x)

Torsten Schreiber
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AUFGABEN

1) Bestimmen Sie die beiden Parameter so, dass die Funktion tberall stetig und differenzierbar ist.

2a-x>=3b-x;x 21
Flx) = a-x"—3b-x;x abeR
6a-4x —30:x <1

2) Berechnen Sie die ersten beiden Ableitungen folgender Funktionen.

dx - x x°
—4.32x2 +5.13 = —2. =
a) f(x)=4-42x> +5 ( xf b) f(x) S N

X

3) Bestimmen Sie das Symmetrieverhalten und die Wendepunkte der folgenden Funktion.

a) f(x)=4-x-30-x"+x b) f(x)=x>-(12-0,5x")+8

4) Bilden Sie die erste Ableitung der folgenden Funktionen.

oy

3.
2.

a)  f(x)=+x-cos(x) b) f(x)=

.

WS 2011/12 Torsten Schreiber
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MATHEMATIK

13.01.2014
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WIEDERHOLUNG

Die Steigung zwischen zwei Punkten bezeichnen wir auch als
Wir berechnen sie mit dem Grenzwert des

Die Ableitung einer erhalten wir, in dem wir den Exponenten nach vorne

bringen und ihn anschlieffend um eins

Wenn zwei Funktionen multipliziert werden, dann brauchen wir die und fir

eine Division die .

Die einer Funktion berechnen Sie, in dem Sie die erste Ableitung gleich Null

setzen. Die Uberprifung erfolgt dann entweder, in dem

Sie Werte von der Extremstelle einsetzen und den Monotonieverlauf interpretieren oder
durch in die zweite Ableitung.

Ist die zweite Ableitung groRer Null, dann haben wir einen

Einen haben wir demzufolge dann, wenn die zweite Ableitung kleiner ist als Null.
Mit der zweiten Ableitung kann zusatzlich noch die einer Funktion berechnet werden.
In ihr andert die Funktion ihr Krimmungsverhalten.
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ZIELSETZUNG

Themen, die Sie nach dieser Veranstaltung kennen sollten:

Was versteht man unter den Additionstheoremen?

Welche Symmetrieeigenschaften besitzen Sinus und Cosinus?
Wie verandert man die Periode?

Was ist eine Phasenverschiebung?

Wie kdnnen Sie eine trigonometrische Funktion skizzieren?
Wie funktioniert die Kettenregel?

Was sind hohere Funktionen (Kondomfunktionen)?

LN X X X X X

Aufgaben und Ubungen zu den benannten Themen.
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AUFGABEN

|. Bilden Sie zu den folgenden Funktionen die 1. und 2. Ableitung.

1) h(x)=In0O+x)+>-10-3x
X

42

‘x‘/g-(x3—2x/;)

3)  I(x)=2-¢"-(0,25-cos(x+12))

2) k(x)=

[l. Bestimmen Sie zu der gegebenen Funktion die Gleichung der Wendetangenten.

f(x)=2x>-18x*+50-(x—1)

WS 2011/12 Torsten Schreiber
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TRIGONOMETRIE |

Fir die Sinus/ Cosinus-Funktion sind im Bereich der Addition der Argumente zwei
Additionstheoreme definiert, wodurch stets bei rechtwinkliger Konstellation entweder ein
Sinus oder ein Cosinus aus der Funktion entfernt werden kann.

1)

2)

sin(a £ b) = sin(a) - cos(b) £ sin(b) - cos(a)

sin(2x+2) = sin(2x) - cos(Z) + sin(Z) - cos(2x)
2 2 2 90° Phasenverschiebung

. /4 ) der Sinusfunktion = Cosinusfunktion
sin(2x + 5) =sin(2x)-0+1-cos(2x) = cos(2x)

cos(axb) =cos(a)-cos(b)Fsin(a)-sin(b)

cos(% T—3x)= cos(% 7r)-cos(3x) + sin(% 7r)-sin(3x)

COS(%E —3x) =0-cos(3x)+ (—1)-sin(3x) = —sin(3x)

270° Phasenverschiebung
der Cosinusfunktion = -Sinusfunktion

WS 2011/12 Torsten Schreiber

128



TRIGONOMETRIE I

Eine rein trigonometrische Funktion (sinus/ cosinus) stellt eine Schwingung innerhalb einer
bestimmbaren Periode und eines konstanten Wertebereichs dar, die fiir alle reellen Zahlen
definiert ist.

f(x)=a-sin(b-x+c)+d

Die vier Parameter in der Funktion beziehen sich zum einen auf die Verschiebung und zum
anderen auf die Streckung/ Stauchung in der x-Achsen bzw. y-Achsen-Richtung:

a Amplitudenfaktor Streckung/Stauchung in y-Achsen-Richtung
b:  Periodenfaktor Streckung/Stauchung in x-Achsen-Richtung
c:  Phasenverschiebung Verschiebung in x-Achsen-Richtung
d:  Wertebereichverschiebung Verschiebung in y-Achsen-Richtung

SIN: Punktsymmetrie (x) =—f(=x) = sin(—x) = —sin(x)
Symmetrie: < I Jim0 =it o
COS: Achsensymmetrie  f(x) = f(—x) = cos(x) = cos(—x)

P

ALT

b

Bei dem Periodenfaktor gilt fur die neue Periode: Py =
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Anhand der folgenden Vierfeldertafel konnen die grundlegenden Eigenschaften einer

TRIGONOMETRIE Il

trigonometrischen Funktion direkt abgelesen werden.

Es wird dabei davon ausgegangen, dass es sich um eine Standardfunktion in der Form

Sin”(g(x)) oder cos"(h(x)) handelt.

WS 2011/12

Vierfeldertafel

n = gerade

n = ungerade

Periodeyr =1

Periodey r = 21

sin™(g(x))
fx) = f(=x) f&x) =—f(=x)
W = [0; 1] W=[-1;1]
Periodeyr = m Periodey;r = 21
cos™(h(x))

f(x) = f(=x)

W = [0;1]

f&x) = f(=x)

W = [-1;1]

Torsten Schreiber
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Beispiel:

Vereinfachung:

Wertebereich:

Periode:

WS 2011/12

TRIGONOMETRIE IV

f(x) :3-Sin(§x+3iz')+4

J(x)=3- {sin(% x)-cos(37) +sin(37) - cos(% x)} +4
f(x)=(-3)- sin(% x)+4

—3--11]+4=[-33]+4=w = ye 1;7]

Py :577[:3753 f(x)=f(x+37)
3

f(x)= —3-sin(§(x+37z))+4 = —3-sin(§x+2ﬂ')+4

fx)=-3- sin(% x)-cos(2x)+sin(27x) - cos(% x)} +4

fx)=-3 sin(%x)-l+0-cos(§x)}+4 = —3-sin(§x)+4
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TRIGONOMETRIE V
Beispiel: f(x)=(-3)- sin(% x)+4

Symmetrie: Punktsymmetrie f(x)—4= —[f(—x) — 4]

flx)—4= —3-sin(§x)+4—4 :—3-sin(§x)

~[f (=0 -4]= —{—3-sin(—%x)+4—4} = 3-sin(—%x)

—

aY

o
O

Skizze:

¥x

-10 7.5 5 25 25 5 7.5 10
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Vereinfachen Sie die folgenden Funktionen mittels der Additionstheoreme und bestimmen
Sie den Wertebereich, das Symmetrieverhalten und fertigen Sie eine Skizze an.

WS 2011/12

1)

2)

3)

4)

AUFGABEN

f(x)=3-2-sin(4x—57)

g(x)= 2-Sin2(%x—%7[)+5
h(x) =3-[cos(2x—7)+2]

2 cost(L (r
k() =5+ -cos' (0 (7= )

Torsten Schreiber
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KETTENREGEL

Sofern die Ableitung von einer hoherwertigen Funktion gebildet werden soll, muss die
Kettenregel angewandt werden.

Diese besagt, dass man mit der duRersten Ableitung beginnt und sich anschliellend mittels
Produkt Stlick fur Stick via Ableitungen zu der innersten Funktion nahert.

f0)=glh(x)]= £(x)=g'[n®)] 1 (x)

) [sin(a)],:cos(a)
£1(x) = cos(e* ™) () [4=3a]

) [Gf X" =a-n-x""
fx)=cos(e! ™) (') (-3)

Beispiel: f(x)=sin(e*™)

£1(x) = cos(e* ™). [(64—3x

WS 2013/14 Torsten Schreiber 134



KONDOM-FUNKTION |

Eine Kondom-Funktion (hoherwertige Funktion) ist dann vorhanden, wenn eine Funktion
Uber eine andere Funktion gestiilpt wird. (siehe Kettenregel).

v'Potenzfunktion: fo=[lg®] = FrFre=nlg®]" g
f(x)=(x’ —4x)°
fl(x)=3-(x—4x)* [ : —4xI =3-(x’—4x)*-(3x* —4)

v'Trigonometriefunktion: |f(x)= sin[g (x)] = f'(x) =cos(g(x))-g'(x)

f(x) =sin(0,5x%)
F(x) = cos(0,5x7)- [0,5x°] = cos(0,5x7) - x

£ (x) =cos[g(x)]= £'(x) = —sin(g(x))- g'(x)
f(x)=2-3-cos(3—4x)

F1(x) = 3-sin(3—4x)-[3—4x| = -12-sin(3—4x)
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KONDOM-FUNKTION Il

v'Logartihmusfunktion:

v'Exponentialfunktion:

F)=In(g(x) = f'(x) =5
g(x)
() = In(cos(x))
£ = ——[cos(x)] = ———(=sin(x)) =~ tan(x)
cos(x) cos(x

f)=ef = frx)=e"g'(x)

fx)=e*lr

P = pox] = %

Diese vier Funktionsklassen reprasentieren nahezu alle hoherwertige Funktionen, wobei auch
bei einer Verschachtelung von mehrerer dieser Funktionen immer die Kettenregel

anzuwenden ist.

WS 2013/14
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AUFGABEN

Bilden Sie von den folgenden Funktionen jeweils die ersten Ableitungen

1) F(x)=2-sin(3x* —=5/x)

3
2) g(x) =In(—)
x

3) h(x) =2(x" —sin(4x))’

4) k(x)=3e>*! -4 sin(3x)
5) I(x) = In(sin(4x)) - v x> = 3x
(V3x> +2)?

5-cos(3x—e™")

6) m(x) =
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MATHEMATIK

17.01.2014
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WIEDERHOLUNG

Unter dem von Sinus/ Cosinus verstehen wir den Term, der hinter den Funktionen steht.
Eine Summe vereinfachen wir mittels der

Die Eigenschaften einer trigonometrischen Funktion lassen sich wie folgt beschreiben:

Hier verschieben wir die Funktion in Richtung der x-Achse, wobei die Steuerung der als Summand im Argument Gbernimmt.

Damit Sie die Ausgabewerte verdandern kdnnen, miissen Sie entweder eine konstante Zahl hinzufligen (Verschiebung in Richtung der
) oder aber Sie den Sinus/ Cosinus mit einer Zahl(Streckung in Richtung der .

Mit dem vor dem x im Argument konnen Sie die / Frequenz der Funktion verandern. Ist der Faktor groRer
eins, wird die Funktion in x-Richtung gestreckt bei kleiner eins gestaucht.

Eine Sinus-Funktion mit ungeradem Exponenten ist immer , wahrend alle anderen Varianten stets sind.
Die bendétigen wir immer dann, wenn es sich um eine hohere Funktion handelt. Dabei bilden wir die duBere Ableitung und
multiplizieren diese mit der Ableitung.

Die Kettenregel nutzen wir dann, wenn eine sogenannte vorliegt.

Diese lassen sich in vier Klassen unterteilen:

Handelt es sich bei der Exponential- oder Logarithmusfunktion nicht um eine bzw. den Logarithmus , mlssen wir zuerst
die transformieren, bevor wir ableiten dirfen.
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ZIELSETZUNG

Themen, die Sie nach dieser Veranstaltung kennen sollten:

Was sucht man bei einem unbestimmten Integral?

Wie ist ein allgemeines, bestimmtes Integral aufgebaut?
Worauf ist bei der Integration zu achten?

Wie bildet man die Stammfunktion eines Potenzausdrucks?
Wie berechnen wir Flachen eines bestimmten Integrals?

Wie bestimmen wir Flachen zwischen Funktion und x-Achse?
Was machen wir bei negativen Flachen?

LN X X X X X

Aufgaben und Ubungen zu den benannten Themen.
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AUFGABEN

1) Vereinfachen Sie die folgenden Funktionen mittels der Additionstheoreme und bestimmen
Sie den Wertebereich, das Symmetrieverhalten und fertigen Sie eine Skizze an.

a) f(x)=%-(6—4,5-cos£%x—4,57cjj—4

b) g(x) =—3-Cos4(4x+%7£)—2

2) Bestimmen Sie die erste Ableitung der folgenden Funktionen.

a) h(x)=4-lnm b) l(x)=2.e\/5 10x2-8
¢ k(x)= R

(sin(3x) - x?)
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INTEGRALRECHNUNG |

Mittels der Integralrechnung wird z.B. eine Flache zwischen einer Funktion und der X-Achse
in gegebenen Grenzen bestimmt.
Eine Funktion, die durch Einsetzen der Grenzen den gesuchten Inhalt liefert nennt man
Stammfunktion, fir die folgender Zusammenhang gilt:

[Fool = 70

v N

Stammfunktion Integrandfunktion

Die Ableitung der Stammfunktion
ist die Integrandfunktion.

v'Unbestimmte Integral:

[ fydx=F(x)+C

Es handelt sich um ein Integral, in dem die Grenzen nicht gegeben sind.

Es ist darauf zu achten, dass bei diesem Intergaltyp die Stammfunktion durch eine Konstante

erganzt werden muss.

v'Bestimmtes Integral:

a
b_

[ fo)dx =|F(x)

F(a)—F(b)

Es handelt sich um ein Integral, in dem die Grenzen gegeben sind.
Die gesuchte Flache berechnet sich durch die Differenz der Stammfunktion an der oberen

und unteren Grenze.

WS 2013/14
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INTEGRALRECHNUNG i

Die Stammfunktion einer Funktion wird quais mittels Aufleitung gebildet. Im Fall einer

einfachen Potenzfunktion ergibt sich:

f(x)=a-x" & F(x)= g
n+l1

Beweis: :F(x)], = f(x)

_n+1. n+1

Regeln/ Eigenschaften der Integration:

Da es keine negativen Flachen gibt, muss auch der Wert einer Integrals stets positiv sein.

a xn+1:| — a .(n+1).x(n+l)—l :a_xn — f(x)

Man berechnet im 1. Schritt das Integral, ist das Ergebnis negativ, so setzt man bis zum ersten

Rechenschritt Betragsstriche.

Man darf niemals lGber eine Nullstelle hinweg integrieren, da dadurch die Flachendifferenz
entstehen wirde. Es wird also im 1.Schritt auf Nullstellen der Intefrandfunktion untersucht

und das Integral anschliefSend in Bereiche unterteilt.

WS 2013/14 Torsten Schreiber
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INTEGRALRECHNUNG il

Beispiel (unbestimmtes Integral):

j(x3—2x+5)dx:i-x4—x2+5-x+C

Beispiel (bestimmtes Integral/ zwischen Graph und x-Achse):

i(x2—3x)dx=lx3—%x23 {(9—2—27)—0}

=|F(3)-F(0)| =
. 3

2| 2

9‘9

¥ x
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INTEGRALRECHNUNG IV

Beispiel (bestimmtes Integral/ mit Nullstellen innerhalb der Grenzen):

5

(x—3)dx = i(x—3)dx+j(x—3)dx

3
(l x* - 3xj
2

j3
(x=3)dx =|F(3)— F(D)|+|F (5)- F(3)

5 AY

—_
=
I
()
=
S
I

/7 N\
N | —
=
[\)
|
(O]
!

+

3 T+25

—_
=
I
(V)

ol s ) | LT

.1‘(X—3)dx: _%j_(_%j+ %j—(—%j‘ 18- |
_j(x—3)dx: _%‘Jr% 10
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AUFGABEN

1) Bestimmen Sie von den folgenden Funktionen die zugehdorige Stammfunktion.

a) f(x)=3x-6x>-5x" +12 b) g()=——>_1
X

2) Bestimmen Sie die Flache die von der Funktion und der x-Achse eingeschlossen wird.

a) g(x)=—x>-3x—2Ax—Achse

3) Berechnen Sie die Nullstellen der Integrandfunktion und geben anschliellend den
Flacheninhalt des Integrals an.

4 2
a) j(xz +2x—8)dx b) j(x4 —4x° )dx

1 -2

WS 2013/14 Torsten Schreiber
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MATHEMATIK
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WIEDERHOLUNG

Den Ausdruck hinter dem Integralzeichen nennen wir auch und durch die Aufleitung erhalten wir dann die
zugehorige

Umgekehrt gilt, dass die der Stammfunktion wieder die Integrandfunktion ergeben muss.

Im Bereich der Integrale unterscheiden wir zum einen die (ohne Grenzen) und zum anderen die

(Grenzen sind gegeben).

Einen reinen Potenzterm konnen Sie aufleiten, in dem Sie den des Exponenten um eins erhéhen und diesen neuen
Exponenten in den davor schreiben.

In der Integralrechnung handelt es sich bei den sogenannten bestimmten Integralen immer um , die sich innerhalb
von definierten zwischen der Funktion und der aufspannt.

Firr diese Flachen sollten Sie zwei goldene Regeln kennen:

Eine Flache ist immer . Entsteht nach dem Einsetzen der Grenzen ein negativer Wert, so machen Sie diesen
durch den wieder positiv.

Wir integrieren niemals Uber eine hinweg, so dass Sie bei gegebenen Grenzen immer prifen muissen, ob in
diesem Intervall die Nullstellen besitzt. Sollte dies der Fall sein, missen wir definieren und

diese berechnen.
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ZIELSETZUNG

Themen, die Sie nach dieser Veranstaltung kennen sollten:

Wie bestimmt man eine héhere Stammfunktion?

Wie berechnen wir eine Flache zwischen Funktionen?
Was bedeuten die Nullstellen der Integrandfunktion?
Wann sprechen wir von einem endlichen Integral?

Was ist der Grenzwert eines Integrals?

Wie konnen Integrale mit Parametern berechnet werden?
Wie bestimmen wir die Grenzen aufgrund einer Flache?

LN X X X X X

Aufgaben und Ubungen zu den benannten Themen.
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AUFGABEN

1) Bestimmen Sie von den folgenden Funktionen die zugehdorige Stammfunktion.

— 2 ) - -
a) f(x)=9x>—12-3x +4 b) §() = NERE

2) Bestimmen Sie die Flache die von der Funktion und der x-Achse im ersten Quadratnetn
eingeschlossen wird.

g(x)zx2 —2x-3

3) Berechnen Sie die Nullstellen der Integrandfunktion und geben anschliellend den
Flacheninhalt des Integrals an.

j.(xz +3x— 4)dx
0

WS 2013/14 Torsten Schreiber
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INTEGRALRECHNUNG V

Die Stammfunktion einer hoheren Funktion kann mit folgender Methodik gebildet werden:

1. Die dulRere Funktion wird als Nebenrechnung aufgeleitet.
2. Diese Testfunktion wird nun abgeleitet.
3. Miittels Faktoren kann nun die Ableitung der Stammfunktion ausgleichen werden.

Beispiel: Fx) =230
1. Aufleitung: G(x) = "2

2. Ableitung: g(x) = &>+ -[3x+12] _ 3. g2
3. Ausgleich: 3.9=2

F X 3x+12
(x) = 3

o s =23

Probe: F'(x)=

% 3x+12 — 2.e3x+12 — f(x)
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1. Nullstellenberechnung:

2. Integration der Differenzfunktion:

Beispiel:

1. Nullstellen:

2. Integration:

WS 2013/14

INTEGRALRECHNUNG VI

Um die Flache zwischen zwei Funktionen zu berechnen, bestimmt man das Integral der
Differenzfunktion innerhalb der existierenden Nullstellen.

R

Ff(x)=10-2x> Ag(x)=x"—9x -2

f(x)=g(x) S 10-2x* =x*—9x -2
=3x —9x—12=3-(x—4)-(x+1)=0

4 4

[(x* —9x-12)x =

-1

=|F(4)-F(-1|=]-56-6,5

x> —gx2 —12x
2 -1

=625

Torsten Schreiber

(f (x)— g(x))dx

f=gx)ex,=avx,=4
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AUFGABEN

1) Bestimmen Sie von den folgenden Funktionen die zugehérige Stammfunktion.

a) h(x)=Tx—2-¢** b) k(x)=4-(5-3x)

2) Bestimmen Sie den Fldcheninhalt zwischen den gegebenen Funktionen.

a) f()=—nglx)=- b) f(x)=+/51—6 Ag(x)=x

X X
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INTERGALE VI

Abhangig von den zugehorigen Integrandfunktionen wird im Bereich der Flacheninhaltsberechnung
zwischen unendlichen und endlichen Integralen unterschieden.

Um die entsprechende Eigenschaft klassifizieren zu konnen, wird zuerst die Stammfunktion an der
gegebenen Stelle berechnet und anschlieRend mittels Grenzwertbetrachtung gegen Unendlich
oder Konstant der Wert des Integrals bestimmt.

v"unendliche Integrale:

Dem Integral kann kein exakter Wert zugewiesen werden bzw. strebt der gesuchte
Flacheninhalt gegen unendlich.
Dies geschieht z.B. an den senkrechten Asymtoten (Definitionslliicken) einer Funktion.

1
f(x)=———==1lim(f (x)) = o
: 1 1 1
=1 2-(x=1) 2 2

(x— ) x—1
Man erkennt, dass durch die Grenzwertbetrachtung unendlich als Resultat herauskommt, was
keinem exakten Flacheninhalt entsprechen kann.

1
1

2-(x—1)?

1
[ f(x)dx = ‘—
0

0
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INTERGALE VIII

v"  Endliche Integrale:

Es handelt sich um einen festen Wert, der dem Integral zugewiesen werden kann.
Dieser liegt z.B. dann vor, wenn sich die Flache innerhalb zweier Nullstellen befindet oder auch
bei der Bestimmung des Inhalts zwischen zwei gegebenen Funktionen.

Wird allerdings der Flacheninhalt bis ins Unendliche gesucht, so muss der Grenzwert der
Integrandfunktion (im Undendlichen) Null sein.

() =—= lim(£(0)=0
X

x—>o0

. 1 1 1] 1
=lim|——+—=|=|0 +=|=—
,  xoe X 2 2 2

Tf(X)dx = ‘——
2

X

Auch hier wird mittels Grenzwertbetrachtung der Stammfunktion die Flache gesucht.
Da die Stammfunktion allerdings im Unendlichen Null ist, fallt sie ganz weg und man erhalt
einen konstanten Wert fiir die gesuchte Flache.
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AUFGABEN

1) Geben Sie den Wert des folgenden Integrals an und klassifizieren Sie diesen.
a — dx b) (—jdx
NE I3

2) Bestimmen die Grenze des Integrals, so dass die gegebene Fliache erreicht wird.

T; o
' (2x=2)° 16
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WIEDERHOLUNG

Bei , die zu der Klasse der Kondomfunktionen gehdren, bildet man im ersten

Schritt die Stammfunktion der dufSeren Funktion.

Anschliefend wird diese Funktion zur abgeleitet und im letzten Schritt gleicht man

die fehlenden aus und erhalt somit die Stammfunktion.

Um die zwischen zwei Funktionen bestimmen zu kbnnen, setzt man diese zuerst

gleich und bestimmt somit die . Die berechneten Zahlen geben die

an.

Anschliefend bildet man die und nutzt diese fiur die Integartion, d.h. bildet die
, setzt die Grenzen ein und berechnet die Flache.

Es ist auch hier darauf zu achten, dass die Flache stets sein muss.

Im Bereich der Integralrechnung kdnnen zwei Spezialfalle auftreten:

. Integrale:

Es handelt sich um ein solches Integral, wenn eine der eine Definitionslicke
der Integrandfunktion ist.

. eines Integrals:

Hier wird das Integral fiir mindestens eine der in der Unendlichkeit betrachtet.
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ZIELSETZUNG

Themen, die Sie nach dieser Veranstaltung kennen sollten:

Was ist eine reduzierende Funktion?

Wann sprechen wir von einer alternierende Funktion?

Wie funktioniert die partielle Integration?

Welche Falle treten bei der partiellen Integration auf?

Wie vermeidet man eine Endlosintegration?

Kombination von Funktion und Ableitung als Integrandausdruck.
Allgemeinglltige Methodik zur Integralberechnung

LN X X X X X

Aufgaben und Ubungen zu den benannten Themen.
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AUFGABEN

1) Lésen Sie die folgenden Integralgleichungen.

a) j-(3x2 —3)dx: 4

1

2) Bestimmen Sie von den folgenden Funktionen die zugehdrige Stammfunktion.

a) h(x)=3-2-sin(5—4x) b) k(x)=312-0,5x

3) Bestimmen Sie den Flacheninhalt zwischen den gegebenen Funktionen.
a) f(x)=x"-3x+5Ag(x)=2x+1

b) f(x)=x-(x2—x)/\g(x):x2_|_x_2

WS 2013/14 Torsten Schreiber

160



FUNKTIONSARTEN

Fir die Berechnung komplizierter Stammfunktionen ist es wichtig, die Arten der moglichen
Integrandfunktion naher zu beschreiben.
Die Unterscheidung bezieht sich im Wesentlichen auf die Art der Ableitungen:

v Reduzierende Funktion:

Eine solche Funktion liegt dann vor, wenn sich beim Ableiten eines Ausdrucks der
Exponent reduziert und letztlich zu einer Konstanten wird (Polynom vom Grade n).

f)=2x = f(x)=6x"= f'(x)=12x= " (x) =12

Nach n Ableitungen verschwindet die Funktion komplett (wird Null).

v"  Alternierende Funktion:

Eine solche Funktion liegt dann vor, wenn sich beim Ableiten eines Ausdrucks die
entstehende Funktionsklasse nicht verandert (Trigonometrie, Exponential).

f)=e"" = f(x)=2-""= f/(x)=4-e"" = f"(x)=8- """ = ...

Nach n Ableitungen ist die Funktion immer noch die gleiche (alternierend).
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INTEGRATIONSVERFAHREN

Trifft hinter dem Integralzeichen eine Funktion auf deren Ableitung, kann dies entweder in Form
eines Produktes oder als Quotient geschehen.
Aufgrund der Kettenregeldefinition ergeben sich dadurch folgende Zusammenhange:

produkt: | [(f(0) f'(0)dx =%-[f(x)]2 +C

’

1 1 0 /
{E-[ﬂx)]z +C} =2 2[f@F F@+0=F (- f(x)  Beweis

Quotient: _[[];((j:)) jdx =1In(f(x))+C

1 f(x)+0= f)

f(x) f(x)

Beweis

fin(f (0)+C] =

WS 2013/14 Torsten Schreiber 162



PARTIELLE INTEGRATION I

Besteht die Integrandfunktion aus einem Produkt von zwei unterschiedlichen Funktionen, so
muss partiell integriert werden.
Das anzuwendende Verfahren ergibt sich aus der bekannten Produktregel der Ableitungen:

)¢ = £/ g0 +8' @) fF0) & () g =70 @] - g’ (@) F(x)

Durch die Bildung der ,Aufleitung” auf beiden Seiten ergibt sich automatisch die Produktregel
der Integration sprich die partielle Integration:

[f(0)-g)=fx) gx0)-[g'®) f(x)

Fall 1:

Trifft eine reduzierende auf eine alternierende Funktion, sollte g(x) als reduzierend und f‘(x)
als alternierende Funktion gewahlt werden, da nach n Integrationen die reduzierende Funktion
verschwindet.

Fall 2:
Sind die beiden Faktoren des Produkt alternierende Funktionen, so muss max. zweimal partiell
integriert werden, da nach dem 2. Schritt automatisch das Ausgangsintegral entsteht.
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PARTIELLE INTEGRATION I

Beispiel zu Fall 1: j(xz e )dx =Fx)+C

, 1
Fr=e = fo=te

1. Schritt: < F'l(x) =
g(0)=x> = g(x)=2-x

g(x)=reduzierend; f(x)=alternierend

l.ezx.xz J‘(l.ezx.z.xyx
2 2

J.(ezx-x)dszz(x)+C

’ 2x 1 2x

ffo=e” = fx)=—=-e

) e 2 _ 1 2x 11 2x
2. Schritt: < Fz(x)_a.e X I > e X
g(x);x = g'(x)=1
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PARTIELLE INTEGRATION Ili

Beispiel zu Fall 2: j(sin(x) e )dx =F(x)+C g(x)=alternierend; f(x)=alternierend
FW=et = @)= 1
L schritt:< e FI(X) |22 -sin(x) | — I[Eeh .cos(x) ldx
o) =sin(x) = ¢'(x)=cos(x)
[ (> -cos(x)dx = F,(x)+C
f/(x) :er — f“»(x)::%_er
2.schritt: < F,(x) =|—e** -cos(x)|— j(%ezx -(—sin(x)) {dx
g(x)= Co“é‘gx) = g (x) = —sin(x)
x (1 ,, 1 L
= .[(sm(x) e’ )dx =—e™" -sin(x) —5(5 e -cos(x) +5.[(62 -sm(x))dx)
: X X . 1 1 X .
= J-(sm(x).eZ )dx 2532 .(sm(x)—ECOS()C)J—ZI(e2 .s1n(x))dx

%J. (sin(x) e )dx =%62x : [sin(x) - % COS(X)) & I (sin(x) e )dx =% et [Sin(x) — % cos(x))
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METHODIK DER INTEGRATION

Aufgrund der Vielzahl der Moéglichkeiten eine Stammfunktion zu entwickeln, sollte folgende
Vorgehensmethodik angewandt werden:

1. Einfache Aufleitung: f(x)=a-x" = F(x)= a_
n+l1
’ ’ 1 2
2. Produkt (f(x)- f'(x)): J'(f(x).f (x))dxza.[f(x)] i C
ant | £ &) f/(x)
uotient ( o j | ( e ]dx n(f(x))+C

reduzierend
4. Alternierend : _[f'(x)-g(x):f(x)-g(x)—jg’(x)-f(x)

alternierend
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AUFGABEN

1) Berechnen Sie zu den gegebenen Funktionen deren Stammfunktion.

) p) gx)=—tan(x)  ¢) hx)

a) fx)= P _(2x2—4)2

2) Bestimmen die folgenden beiden unbestimmten Integrale.
a) '[ lx2 -cos(2x) |dx
2

b) _[(cos(Zx) et )dx
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