Wiederholung

Diese Fragen sollten Sie ohne Skript beantworten konnen:

Was bedeutet ein negativer Exponent?

Wie kann man den Grad einer Wurzel noch darstellen?
Wie werden Potenzen potenziert?

Was bewirkt eine Null im Exponenten?

Wann kann man Potenzen addieren / subtrahieren?

Wie l6sen Sie verschachtelte Wurzelausdriicke?

Was verstehen Sie unter der Hierarchie der Mathematik?
Was ist ein Polynom vom Grade n?

Was bedeutet der Begriff Gegenoperation?

Wie Lésen Sie eine Gleichung mit einem hoheren Operator?
Wann sprechen Sie von einer Funktion?

Auf welcher Achse wird der Wertebereich abgetragen?
Was darf hinter einem Logarithmus nie stehen?

Welche Einschrankungen gibt es in der Mathematik noch?
Welche Arten der Symmetrie konnen Funktionen besitzen?
Was ist eine Hyperbel und welche Varianten gibt es?
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DEFINITION EINES LOGARITHMUS

Der Logarithmus dient zur Berechnung eines variablen Ausdrucks im Exponenten.

logb

Es gilt: a*=bs x=log b=

loga

10er-Logarithmus:
Ein Logarithmus ohne Angabe einer Basis ist immer zur Basis 10.  logx =log,, x

Beispiel: 10g10.000 =1log,,10* =4

Logarithmus naturalis:
Der Logarithmus zur Basis e ist der natirliche Logarithmus. Inx =log, x

Beispiel: 1n42=1log, 42 =3,737

Logarithmus dualis:
Ein Logarithmus zur Basis 2 nennt man dualis. ld(x)=log, x

Beispiel: 1d(32)=1og,2’> =5
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LOGARITHMUS-GESETZE

3-log4 =log4’ =1log 64

log2+log3=1log2-3=1ogb6

log8—log?2 = log% =log4

\
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OPERATION UND GEGENOPERATION

Die zu einem Logarithmusausdruck zugehorige Gegenoperation ist stets ein
Exponentialoperator, wodurch sich beide neutralisieren.
Die Zusammenhange ergeben sich wie folgt:

logl0” =10"*" =W|Ine? ="? = Q|1d2° =2"° = ©

Aufgrund dieser Vereinfachungen, muss die zugehorige Basis bzw. der Exponent im
ersten Schritt mittels exponentieller/ logarithmischer Gesetze passend umgeformt
werden.

In—
—4JnJg+%JdMH4UMﬁ”+(iJ T g

Beispiel: lo !
PIES g1000 e’

! (—1)~logl (—2)-ln1

10g10_3—4-ln62+%-ld24+10 4 t+e 3 33

1 1 1Yy (1)"
—3—4-—+—4+|—| +|=| -3’=-3-2+2+4+9-27=-17
2 2 4 3
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AUFGABEN ZU LOGARITHMUS

Vereinfachen Sie folgende Ausdriicke soweit als moglich.

1 3. 2
1) 3-log(x—y)+log(x+y)——log(x— y)* 3) logsl—— 2
2 3-(x+y?)
3
2-a—2b
2) 21n2x—31n2+41n\/;+21niz 4) In 2a
X C %
21n25 1Y 1 1
5) 167 +1.000" —fe " —2In| — | —log——+3ld —
e 100 8

R o 1 -1d3
6) (¢*)"* +0,11d1024 — 10g/10.000 +0,01 3 —(%j +6ln——
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AUFGABEN ZU LOGARITHMUS

Vereinfachen Sie folgende Ausdriicke soweit als moglich.

1 In4
1) log———+e +443 214025
100
log3 1 ~3In
2) 100" ~In—+0,5ld16—¢ 2
e

ld?2
3) (3 —61n3l+11d64—110g L™

Ve 4 2~ 1000

1) e L 1 1. 1
4) | —=| +100 27 -162 +2l0g0,001-3In—+—Ild —
Je et 4 256
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FUNKTIONSGRAPHEN

Positiver Logarithmus: Negativer Logarithmus:

&

s8%
FEE

“lagn{x,10.
lagaixe)
lagn(,

k-

» AusschlieBlich positive Steigung » AusschlieBlich negative Steigung

N /
Y

»Gemeinsamer Punkt: (1/0)

> Je groRer die Basis, desto flacher ab x=1

> Je groRer die Basis, desto steiler vor x=1
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DEFINITIONS-/ WERTEBEREICH

Definitionsbereich:
Wie man schon durch die Funktionsgraphen erkennen kann, darf man einen
Logarithmus nur von positiven Zahlen ziehen.

D=1{xeR1x>0}=R",da 10" >0 log(>0)=x gilt.

Beispiel: ln(x2 —5x+6)= y
) } Dz{xe%lx>3vx<2}
(x —5x+6)=(x—3)-(x—2)>0

Wertebereich:
Aufgrund der Funktionsgraphen ist ersichtlich, dass ein Logarithmus alle reellen
Werte annehmen kann.

W=yeR, da 10°” >1A10%” <1gilt.

Beispiel:  12-3-In(5x—3)=y
W=ye®R

12-3- |-ooj0o[ = R
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DIE LOGARITHMEN-GLEICHUNG

Sofern eine reine Logarithmengleichung existiert kann man diese mit der
folgenden Methodik |6sen, wobei primares Ziel eine Isolierung des Logarithmus auf
beiden Seiten der Gleichung ist:

Methodik:

1. Die Faktoren vor dem Logarithmus in den Exponenten verschieben.

2. Alle positiven Terme Uber den Bruchstrich, alle negativen darunter schreiben.
3. Streichen der Logarithmen auf beiden Seiten.

4. Losen der Gleichung.

Beispiel: 2-10gx—3-10g2—%-10gx4 =2-log4—log(x—2)
1

log x> —log 2’ —log(x4 )2 =log4® —log(x—2)

lo X =lo 16

g8-x2 gx—2

2

xzz 16 2-16.8=128 = x =130
8- x xX—2
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AUFGABEN ZU LOGARITHMUS

|. Bestimmen Sie bei den folgenden Ausdriicken die Losungsmenge.

2 1 2 |
1) 3-10gx—4-10g——§-10g(x2)6 :E-log27+5-logx4 ~2-log6
X

2) 3-1n4—0,5-1ng+2-1n8=1,5-1nx4—8-1n‘{/I—2-ln%
X X

Il. Berechnen Sie bei den folgenden Funktionen den Definitions- und Wertebereich.

2 42
3 =— -3-x*) 4 =42+logl2—+/x-2] 5 -
) f(x) 5 ln(4x 3-x ) ) g(x) + og( x ) ) h(x) G276

lll. Vereinfachen Sie folgende Ausdriicke soweit als moglich.

1) log " 0100 —4In+e +167 422 (10" +21d4)

1 1 g n(s*)
2) 6-10g3\/10+4ld3—2-1n—2—0,2-ld(325)+[mj ~(Ve)

e
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AUFGABEN ZU LOGARITHMUS

Bestimmen Sie bei den folgenden Ausdriicken die Losungsmenge.

4

1) i-log(256x8)—210g£§—0,5-log%:1,5-10g(9x4)+3-log2%+4-log\/27-x
X X

3
2) 6-Ind3-4- 1n,/£ L2 2-1n‘/’7—0,25-111(16x8)+3-1ni2
x 2 X 3 X

. Berechnen Sie bei den folgenden Funktionen den Definitions- und Wertebereich.

3) f(x):—%-ln(x2—6-x—40)

4) g(x)zlog(\/2x+4—8)—12

3-x

5 =
) hx) ln(15 —-3- x)
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Welche neuen Begriffe habe ich kennen gelernt?



Wiederholung

Diese Fragen sollten Sie ohne Skript beantworten konnen:

Was konnen Sie durch die Art des Logarithmus erkennen?

Wie ziehen Sie einen Logarithmus max. auseinander?

Worin liegt der Unterschied zwischen LOG und LN?

Wie lautet der Definitionsbereich von Log(x-1)?

Wie lautet die Umkehrfunktion von LD(x)?

Wie kénnen Sie einen LD eliminieren?

Aus welchen 3 Schritten besteht das Losen von Log-Ausdriicken?
Wie machen Sie eine Basis passend?

Durch welchen Punkt verlduft jede Exponentialfunktion (Warum)?
Wie kann man eine Ln-Funktion an beiden Achsen spiegeln?
Worin besteht der Unterschied zwischen Ergebnis und Losung?
Wie verlauft die In(x)-Funktion im Vergleich zu Log(x)?

Welchen Einfluss hat die Basis auf eine Exponentialfunktion?
Was bewirkt das Addieren einer Konstanten zu einer Funktion?
Welchen Definitions-/ Wertebereich hat die LN-Funktion?

Wie machen Sie die Basis zum Logarithmus passend?
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QUADRATISCHE GLEICHUNG

Eine quadratische Gleichung/ Funktion stellt graphisch gesehen immer eine
Parabel dar x>+ p-x+¢=0 .

Um eine quadratische Gleichung lI6sen zu konnen, bringt man diese auf die
sogenannte Nullform.

Die Losungen dieser Gleichung (Schnittpunkte mit der x-Achse) erhalt man durch
die folgenden Losungsverfahren:

v'Quadratische Ergdnzung: (x+a)+b=0= S(-a;b)
P P i
v'p-g-Formel: Yo =—L4+ || L] _
1/2 5 (2j q
v/Satz von Vieta: X’ +p-x+g=(x+a) (x+b)=0
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P-Q-FORMEL

Um die p-g-Formel zu beweisen, nutzt man das Verfahren der quadratischen
Ergidnzung auf die allgemeine quadratische Gleichung der Form x*+ p-x+¢=0 .

Es ist darauf zu achten, dass zum einen durch elementare Umformungen die
NULL-Form der Gleichung entsteht und zum anderen kein Faktor vor dem x>
auftauchen darf.

Beweis: x>+ p-x+q=0

Wurzel j Halbierung Subraktion des Quadrats
P ’ P 2/ P ’
x+—| —=|—=| +g=0 |+ =] —
2 w ! @ !
pY _(rY P
X+—| =|—| — I sl==
2] -[2] -4 VEE:

2
p p
X112 :_Ei (5] —q

Aufgabe: Entwickeln Sie die Mitternachtsformel basierend auf a-x>+b-x+c=0
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BEISPIELE

2-x’+8-x=—6x"+4-x+3=0 I+6;I%

X +4-x+3=(x+2) -2 +3=(x+2) -1=0

(x+2) =1= x+2 =1 =1 quadratische Ergidnzung
X, =-3vx,=-1
x*+4-x+3=0;p=4rg=3 N

2

-g-Formel
Xy =—— (ij —3=—2+] > P
2 2

x,=-3vx,=-1 _

X 4+4-x+3=x>+C@+D)-x+3B-1)=0

(x+3)-(x+1)=0 Satz von Vieta
x, =-3vx,=-1

Games Academy 2015 Torsten Schreiber 117



DIE PARABEL

Bei einer Parabel handelt es sich um die graphische Darstellung einer quadratischen
Funktion. Die relevanten Punkte bzw. der Verlauf kann bereits im Vorfeld naher
bestimmt werden.

Allgemeine Form: fX)=a-x*+B-x+y

v'Verlauf: gestreckt || > 1bzw. gestaucht || <1
nach oben gedffneta >0 bzw. nach unten ¢ <0

v'Achsenschnittpunkte: y-Achse: § (0/y) bzw. x-Achse: f(x)=0 (p-q-Formel)
v'Scheitelpunkt: Scheitelpunktform: f(x)=a-(x+a) +b= S(-a;b)
Tiefpunkt & >0 bzw. Hochpunkt o <0

v Symmetrie: Achsensymmetrie f(x)=a-x"+7
Sonst Symmetrie zur parallelen zum Scheitelpunkt
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Funktionsgleichung:

BEISPIEL

20

AY

f(x)==2-x>+4-x+16

v'Verlauf:

v'Schnittpunkte:

v'Scheitelpunkt:

v Symmetrie:

Games Academy 2015

¥ <

gestreckt, da|o]=|-2/>1 0 _2_#2;2.”,;

10

nach unten geoffnet, daa =-2<0

S, (0;16)

S,:0=x"=2-x-8=(x-4)-(x+2) S, (-2:0);5, (4:0)

Foo==2-((x=1P -12-8)=—2-(x—1) +18
Scheitelpunkt (Hochpunkt): §(1;18)

Achsensymmetrie zur Parallelen durch x =1

Torsten Schreiber
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BI-QUADRATISCHE GLEICHUNG

n

Eine Bi-Quadratische Gleichung x" + p-x2 + ¢ =0 ist dann vorhanden, wenn zwei
Exponenten im Verhaltnis 1:2 stehen und eine weitere Konstante existiert.

Nach der Substitution der Variablen stehen die bekannten Losungsverfahren zur
Verfigung und man erhalt nach Resubstitution die Losungsmenge.

Beispiel: x'=17-x*+16=0

Substitution: z=x>
72 =17-2+16=(z-16)-(z—=1)=0
z,=16vz, =1

Resubstitution: x= i«/z
X, =16 =+ x,,, = /1 = +1
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AUFGABEN

|. Bestimmen Sie bei den folgenden Ausdriicken die Losungsmenge.

1) 3-x>=18-x+24=0
2) —05-x*+2-x=-25
3) x-(2-x—20)=-32

Il. Bestimmen Sie alle relevanten Eigenschaften der gegebenen Parabeln.

4) f(x)=—x"+2-x-3
5) g(x)zi-x2+2-x+3

6) h(x)=100—4-x>

—

— Wenden Sie je ein Verfahren an

—

—

v'Verlauf
v'Achsenschnittpunkte
v'Scheitelpunkt

—

v Symmetrie

lll. Bestimmen Sie die Losung folgender Bi-Quadratischen Gleichungen.

7) x*+100=29-x°

Games Academy 2015

8) x°=7-x"+8
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AUFGABEN

|. Bestimmen Sie bei den folgenden Ausdriicken die Losungsmenge.

—

1) 2-x*-8-x=10

2) 3-x*=9-x-30 — Wenden Sie je ein Verfahren an

3) i-x2+3-x+8=0

Il. Bestimmen Sie alle relevanten Eigenschaften der gegebenen Parabeln.

4 =-2-x"+12-x-18
Y (x) * . v'Verlauf v'Scheitelpunkt

1 v'Achsenschnittpunkte  v'Symmetrie
5) g(x) =" +10-x+32 P y

lll. Bestimmen Sie die Losung folgender Bi-Quadratischen Gleichungen.

7) x*=24-x*=25 8) x*+16=17-x*
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Welche neuen Begriffe habe ich kennen gelernt?



Wiederholung

Diese Fragen sollten Sie ohne Skript beantworten konnen:

Was versteht man unter der Nullform einer Gleichung?

Wie / warum funktioniert der Satz von Vieta?

Was sind Linearfaktoren?

Warum ist p-g-Formel und quadratische Erganzung identisch?
Warum muss bei der QE stets subtrahiert werden?

Wann spricht man von einer biquadratischen Gleichung?
Wann sollte man substituieren?

X X X X X X

Was versteht man unter einer Resubstitution?



(FREPL)-METHODIK

Beim Losen einer beliebigen Gleichung kann abgesehen von der Fallunterscheidung (F) stets mit
folgender Methodik gearbeitet werden:

v" Fallunterscheidung:

Je nach Aufgabenstellung muss definiert werden, flir welchen Bereich die Betrachtung gilt.

v' Rechnung:
Die zugrundeliegende Gleichung wird mittels elementarer Umformungen geldst.

v' Ergebnis:
Durch die Berechnungen ergeben sich eine oder auch mehrere Ergebnisse.

v" Probe:
Mittels Probe bzw. Abgleich mit dem Definitionsbereich wird der Ergebnisraum untersucht.

v' Ldsung:
Aufgrund er Probe kann nun die Losungsmenge angegeben werden.
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BETRAGSFUNKTION |

Da es sich bei dem Betrag einer Zahl um die reine positive Darstellung handelt, wird sie graphisch

als sogenannte V-Funktion dargestellt.
Die Betragsstriche konnen weggelassen werden, in dem man den negativen Bereich mit einem

zusatzlichen Minus vor dem Term versieht.

AY

Beispiel: f(x)=lx-21

44

x<?2 x=2

2

f(x)=—(x=-2)=—x+2 f(x)=x-2 o
5 uzis ASERNIERTA
Aufgrund der Knickstelle ist die Betragsfunktion an der Schnittstelle mit der X-Achse nicht
differenzierbar, d.h. es kann keine Steigung berechnet werden.
126
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BETRAGSFUNKTION i

Ungleichungen, die auf einer Betragsfunktion basieren, konnen auch mittels (FREPL)-Methodik
gelost werden.

Beispiel: [2x—8I>6

x>4=2x-8>6 x<4=-2x-8)>6 Fallunterscheidung
2x—-8>62x>14 2x+8>6 = 2x>-2
Rechnung
=>x>7 S x<]
x>'7 x<l1 Ergebnis
x=8=|2-8—81=8>6 x=0=12-0-8I=-8I=8>6 prope
L={xe RIx>7vx<l} Losung

Durch Multiplikation / Division mit negativen Zahlen dreht sich das Ungleichheitszeichen um.
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AUFGABEN

|. Skizzieren Sie folgende drei Betragsfunktionen

1) f(x) zléx—2|

2) g(x)=lx*—Tx+12
3) h(x)=lcos(x)l

Il. Geben Sie den zugehodrigen Losungsbereich der folgenden Ungleichungen an.

4) 13-xk?2

5) 14x—121>8
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BRUCHUNGLEICHUNGEN

Ungleichungen, die auf einem Bruch basieren, konnen ebenfalls mittels ,,FREPL” gelost werden.
Da fir gewohnlich im ersten Rechenschritt mit dem Nenner multipliziert wird, muss an dieser
Stelle die Fallunterscheidung genutzt werden, um die Multiplikation mit einem negativen

Ausdruck mathematisch korrekt darstellen zu konnen.

3x—2

Beispiel: >2 |-(x—3) Umkehrung des Ungleichheitszeichen
x—3
x>3=3x-2>2-(x-3) x<3=>3x-2<2-(x-3)
3x—2>2x—-6 3Ix—2<2x-6
S x>—4 S x<—4
x>3 x<—4
x=4:>3'4_2=£>2 x=—5:>3'(_5)_2=_17>2
4-3 1 (-5-3 -3

L={xeRIx>3vx<—4}
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POLYNOMUNGLEICHUNGEN

Handelt es sich um ein Polynom vom Grade >1, so werden im ersten Schritt die Nullstellen der
Gleichung bestimmt. Diese gefundenen Ergebnisse reprasentieren die Intervallgrenzen der

Ungleichung, wodurch mittels Probe einer Zahl aus dem Intervall die Losungsmenge bestimmt
werden kann (REPL-Methodik).

Beispiel: X +x2-10x+8>0 Polynomdivision liefert:
(x=1)-(x=-2)-(x+4) >0 x, =lvx, =2vx,=+4 Rechnung
-4 1 2

| |
| | Ergebnis
-5 0 1,5 3

Vv

x=-5:(5-1)-(-5-2)-(-5+4)<0 = falsch

x=0:(0-1)-(0-2)-(0+4)>0 = richtig brobe
x=15:(15-D-(1L5-2)-(L5+4)<0 = falsch
x=3:3-1)-(3-2)-G+4)>0 = richtig

L={xe RI(x>-4Ax<])vx>2} Lbsung
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AUFGABEN

|. Losen Sie die folgenden Gleichungen und geben die Losungsmenge an.

2x=5 1

1) > — 4) x*—8x>20
4-2x 2

2) 2x+123 5) x+x+6>4x
I+ x

3) X'(3+2.X')>1_x
6—2x

6) x'—x"<25-(x=D-(x+1)
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AUFGABEN

|. Losen Sie die folgenden Gleichungen und geben die Losungsmenge an.

2) X +3x°—4x<12

1
3) 12——x>1
) 2
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